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Âñòóï 
 

«Ìåòîäè÷í³ âêàç³âêè òà çàâäàííÿ» ïðèçíà÷åí³ äëÿ ñàìîñò³éíî¿ 
ðîáîòè êóðñàíò³â ³ ñòóäåíò³â ïðè âèâ÷åíí³ äèñöèïë³íè «Òåîðåòè÷íà 
ìåõàí³êà». Ñàìîñò³éíà ðîáîòà êóðñàíò³â òà ñòóäåíò³â ïîëÿãàº ó 
ðîçâ�ÿçóâàíí³ çàäà÷ ï³ä ÷àñ ñàìîï³äãîòîâêè òà âèêîíàíí³ äâîõ ðîçðà-
õóíêîâî-ãðàô³÷íèõ ðîá³ò. Ïåðøà ðîçðàõóíêîâî-ãðàô³÷íà ðîáîòà ì³ñ-
òèòü çàäà÷³ ç ðîçä³ë³â «Ñòàòèêà» òà «Ê³íåìàòèêà». Äðóãà ðîáîòà � çàäà-
÷³ ç ðîçä³ëó «Äèíàì³êà». 

Âàð³àíò çàäà÷ ðîçðàõóíêîâî-ãðàô³÷íèõ ðîá³ò (ñõåìó òà ÷èñëîâ³ 
äàí³ ) âèáèðàþòü òàê: ó ïåðøîìó ðÿäêó êóðñàíò çàïèñóº îñòàííþ öèô-
ðó íîìåðà âçâîäó ³ äâ³ îñòàíí³ öèôðè íîìåðà çàë³êîâî¿ êíèæêè. Ï³ä 
íèìè çàïèñóþòüñÿ ïåðø³ òðè áóêâè àëôàâ³òó. Íàïðèêëàä, äëÿ êóðñàí-
òà, íîìåð âçâîäó ÿêîãî çàê³í÷óºòüñÿ öèôðîþ 2, ç îñòàíí³ìè öèôðàìè 
çàë³êîâî¿ êíèæêè 14, ñë³ä íàïèñàòè -  

2  1  4 
    à  á  â 
²ç êîæíî¿ êîëîíêè òàáëèö³, â íèæíüîìó ðÿäêó ÿêî¿ º îäíà ³ç áóêâ 

à, á, â ñë³ä âçÿòè òå ÷èñëî, êîòðå çíàõîäèòüñÿ íà ïåðåòèí³ äàíî¿ êîëîí-
êè ³ ðÿäêà, íîìåð ÿêîãî çá³ãàºòüñÿ ç íîìåðîì íàä áóêâîþ. 

Íàïðèêëàä, â íàâåäåíîìó ïðèêëàä³ ç êîëîíêè à ñë³ä áðàòè ÷èñëî 
â ë³í³éö³ 2, ç êîëîíêè á - 1 , ç êîëîíêè â - 4 . 

 
Ìåòîäè÷í³ âêàç³âêè äî âèêîíàííÿ ³ îôîðìëåííÿ ðîçðàõóíêîâî-

ãðàô³÷íèõ ðîá³ò 
1. Ðîçâ�ÿçóâàííÿ çàäà÷ âèêîíóþòü ó òàê³é ïîñë³äîâíîñò³: ïåðå-

ïèñóþòü óìîâó çàäà÷³, ç òàáëèö³ âèïèñóþòü ÷èñëîâ³ äàí³, âèêðåñëþþòü 
ðîçðàõóíêîâó ñõåìó â³äïîâ³äíî äî âèáðàíèõ ÷èñëîâèõ äàíèõ, 
ðîçâ�ÿçóþòü çàäà÷ó. Ðîçâ�ÿçóâàííÿ çàäà÷³ íåîáõ³äíî ñóïðîâîäæóâàòè 
êîðîòêèìè ïîÿñíåííÿìè. Çà íåîáõ³äí³ñòþ õ³ä ðîçâ�ÿçóâàííÿ çàäà÷³ ñë³ä 
³ëþñòðóâàòè êðåñëåííÿì àáî åñê³çîì, âèêîíàíèì îë³âöåì, ç âèêîðèñ-
òàííÿì ë³í³éêè ³ öèðêóëÿ. Ðîçðàõóíêîâó ñõåìó áàæàíî âèêðåñëþâàòè â 
ìàñøòàá³, ç îáîâ�ÿçêîâèì ïîçíà÷åííÿì íåîáõ³äíèõ äëÿ ðîçðàõóíêó 
ðîçì³ð³â òà âåëè÷èí íàâàíòàæåíü. 

2. Îòðèìàí³ ÷èñëîâ³ ðåçóëüòàòè íàëåæèòü çàîêðóãëþâàòè, ê³íöå-
âèé ðåçóëüòàò ï³äêðåñëèòè. 

3. Ðîçâ�ÿçóâàííÿ êîæíî¿ çàäà÷³ ïîòð³áíî ïî÷èíàòè ç íîâî¿ ñòîð³-
íêè. 
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Çàäà÷à 4. Ïðèíöèï Äàëàìáåðà 
 

Äî âåðòèêàëüíîãî âàëà ÀÂ (ðèñ. 2.4), ÿêèé ð³âíîïðèñêîðåíî îáåð-
òàºòüñÿ íàâêîëî îñ³ z, ïðèêð³ïëåí³ äâà ç òðüîõ ò³ë: ñóö³ëüíèé îäíîð³ä-
íèé êðóãëèé äèñê ç ðàä³óñîì R ³ ìàñîþ 1m , òîâñòèé îäíîð³äíèé ïðÿ-
ìîë³í³éíèé ñòåðæåíü äîâæèíîþ l2 ³ ìàñîþ m2; òîíêèé ñòåðæåíü (ìà-
ñîþ ÿêîãî íåõòóºìî) äîâæèíîþ l3, íà ê³íö³ ÿêîãî çàêð³ïëåíî âàíòàæ 
ìàñîþ m3 . 

Äî âàëà ïðèêëàäåíèé îáåðòîâèé ìîìåíò Ì. Ïî÷àòêîâà êóòîâà 
øâèäê³ñòü îáåðòàííÿ âàëà ù0=0. Â³äñòàí³ ì³æ óñ³ìà ñóñ³äí³ìè òî÷êàìè 
ì³ñöü êð³ïëåííÿ íà âàëó îäíàêîâ³ ³ äîð³âíþþòü l. 

Âèçíà÷èòè ðåàêö³¿ â�ÿçåé ìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè ó ï³äøèïíèêó À ³ 
ï³äï�ÿòíèêó Â ó ìîìåíò ÷àñó t =1 c, ââàæàþ÷è, ùî â öåé ìîìåíò ñòåð-
æí³ ðîçì³ùåí³ â ïëîùèí³ zBy ³ öåíòð âàãè äèñêó çì³ùåíèé â³ä îñ³ âàëà 
íà â³äñòàíü yÑ=Î1Ñ1 ïî îñ³ y. 

Äàí³ äëÿ ðîçðàõóíêó íàâåäåí³ â òàáë. 2.4.  
Òàáëèöÿ 2.4 

 
Ðÿ 
äîê 

Ñõå-
ìà 

 

R 
ì 

m1 
êã 

l2 
ì 

m2 
êã 

l3 
ì 

3m  
êã 

yÑ 
ì 

M 
Íì 

l 
ì 

1 ² 0,1 0,9 1,0 0,4 0,2 1,2 0,10 2,0 0,5 
2 ²² 0,2 0,8 0,9 0,35 0,3 1,1 0,12 3,0 0,5 
3 ²²² 0,3 0,7 0,8 0,30 0,4 1,0 0,14 4,0 0,6 
4 IV 0,4 0,6 0,7 0,25 0,5 0,7 0,18 5,0 0,6 
5 V 0,5 0,5 0,6 0,20 0,6 0,5 0,20 6,0 0,7 
6 VI 0,6 0,4 0,5 0,15 0,7 0,6 0,19 7,0 0,7 
7 VII 0,7 0,3 0,5 0,10 0,8 0,8 0,17 8,0 0,8 
8 VIII 0,2 0,2 0,6 0,12 0,9 0,6 0,15 9,0 0,8 
9 IX 0,2 0,2 0,7 0,24 0,7 0,4 0,13 10 0,4 
0 X 0,3 1,0 0,8 0,18 0,4 0,3 0,11 11 0,4 
 â á à á à â á á â à 
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Ðèñ. 2.3 
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4. Ðîçðàõóíêîâî-ãðàô³÷í³ ðîáîòè âèêîíóþòü íà ñòàíäàðòíèõ àð-
êóøàõ ôîðìàòó À4 ëèøå ç îäíîãî áîêó àðêóøà. Ñòîð³íêè ðîáîòè íó-
ìåðóþòü, òèòóëüíèé ëèñò º ïåðøîþ ñòîð³íêîþ, ÿêó íå íóìåðóþòü.  

5. Íà îñòàíí³é ñòîð³íö³ ñë³ä íàâåñòè ñïèñîê âèêîðèñòàíî¿ ë³òå-
ðàòóðè. 

6. Çðàçîê òèòóëüíîãî ëèñòêà íàâåäåíî â äîäàòêó. 
 

Ðîçä³ë 1. Òåîðåòè÷íà äîâ³äêà òà ïðèêëàäè ðîçâ�ÿçóâàííÿ çàäà÷ çà 
òåìàòèêîþ ðîçðàõóíêîâî-ãðàô³÷íî¿ ðîáîòè 

 
Çàäà÷à 1. Äîñë³äæåííÿ ðóõó ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè ï³ä ä³ºþ çàäàíèõ 

ñèë 
 

Òåîðåòè÷íà äîâ³äêà. Ç ê³íåìàòèêè â³äîìî, ùî ðóõ ìàòåð³àëüíî¿ 
òî÷êè â ïðîñòîð³ ìîæíà îïèñàòè òðüîìà ñïîñîáàìè: âåêòîðíèì , êîîð-
äèíàòíèì ³ íàòóðàëüíèì. Êîæíîìó ç öèõ ñïîñîá³â â³äïîâ³äàþòü ð³â-
íÿííÿ ðóõó ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè, ÿê³ âñòàíîâëþþòü íà ï³äñòàâ³ îñíîâíî-
ãî ð³âíÿííÿ äèíàì³êè òî÷êè 

1

n

k
k

ma F F


 
 

,                                     (1.1) 

äå m - ìàñà òî÷êè; a - ¿¿ ïðèñêîðåííÿ; F


- ð³âíîä³éíà ñèë 1 2, ,.., ,kF F F
  

 

ùî ä³þòü íà òî÷êó. 
ßêùî ðóõ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè îïèñóþòü âåêòîðíèì ñïîñîáîì, 

òîáòî ¿¿ ïîëîæåííÿ ó ïðîñòîð³ âèçíà÷àºòüñÿ ðàä³óñ-âåêòîðîì ( )r r t
 

, 

òî ç ð³âíÿííÿ (1.1), ïðè 
2

2

d ra r
dt

 


  , áóäåìî ìàòè  

( , , )mr F t r v
   ,                                       (1.2) 

äå 
drv r
dt

 


   - øâèäê³ñòü òî÷êè; òóò ³ íàäàë³ êðàïêà íàä â³äïîâ³äíîþ 

âåëè÷èíîþ îçíà÷àº ¿¿ ïîõ³äíó çà ÷àñîì t . 
Ð³âíÿííÿ (1.2) íàçèâàþòü äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì ðóõó ìà-

òåð³àëüíî¿ òî÷êè ó âåêòîðí³é ôîðì³. 
ßêùî ðóõ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè îïèñóþòü êîîðäèíàòíèì ñïîñîáîì, 

òîáòî ¿¿ ïîëîæåííÿ ó ïðîñòîð³ âèçíà÷àºòüñÿ äåêàðòîâèìè êîîðäèíàòà-
ìè ( )x x t , ( )y y t , ( )z z t , òî ð³âíÿííÿ ðóõó (1.1) íàáóäå âèãëÿäó 
: 
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( , , , , , , );

( , , , , , , );

( , , , , , , ),

x

y

z

mx F t x y z x y z
my F t x y z x y z

mz F t x y z x y z







   

   

  

                         (1.3) 

äå xx a , yy a , zz a , xx v , yy v , zz v  - ïðîåêö³¿ âåêòîð³â 

ïðèñêîðåííÿ a  ³ øâèäêîñò³ v  òî÷êè íà îñ³ , ,x y z ; , ,x y zF F F - ïðîå-

êö³¿ íà ö³ îñ³ ð³âíîä³éíî¿ F


 ñèñòåìè ñèë, ùî ä³þòü ìàòåð³àëüíó òî÷êó. 
Ð³âíÿííÿ (1.3) íàçèâàþòü äèôåðåíö³àëüíèìè ð³âíÿííÿìè ðóõó 

ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè â êîîðäèíàòí³é ôîðì³. 
ßêùî ðóõ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè îïèñóþòü íàòóðàëüíèì ñïîñîáîì, 

òîáòî ¿¿ ïîëîæåííÿ íà òðàºêòîð³¿ ðóõó âèçíà÷àºòüñÿ äóãîâîþ êîîðäè-
íàòîþ ( )s s t , òî ð³âíÿííÿ ðóõó (1.1) â ïðîåêö³ÿõ íà îñ³ íàòóðàëüíîãî 

òðèãðàííèêà , ,n b
 

 (  - îäèíè÷íèé âåêòîð, íàïðÿìëåíèé ïî äîòè÷-
í³é äî òðàºêòîð³¿ â äîäàòíîìó íàïðÿìêó äóãîâî¿ êîîðäèíàòè; n - îäè-
íè÷íèé âåêòîð, íàïðÿìëåíèé âçäîâæ ãîëîâíî¿ íîðìàë³ äî òðàºêòîð³¿ â 
á³ê ¿¿ ââ³ãíóòîñò³; b n 

  
 - îäèíè÷íèé âåêòîð, íàïðÿìëåíèé ïî á³íî-

ðìàë³ ³ óòâîðþº ç âåêòîðàìè   ³ n  ïðàâó òð³éêó) ìàþòü âèãëÿä: 

2

( , , );

( , , );

0 ( , , ),

n

b

ms F t s s
sm F t s s

F t s s











 






    (1.4) 

äå s v  - àëãåáðà¿÷íà øâèäê³ñòü òî÷êè;  - ðàä³óñ êðèâèçíè òðàºêòîð³¿ 

â çàäàí³é òî÷ö³; s a , 
2 2

n
s v a
 
 


, 0ba   - ïðîåêö³¿ âåêòîðà ïðè-

ñêîðåííÿ a  íà íàïðÿìêè , ,n b
 

, çîêðåìà , na a  - íàçèâàþòü äîòè÷-
íèì òà íîðìàëüíèì ïðèñêîðåííÿì â³äïîâ³äíî; , ,n bF F F - ïðîåêö³¿ íà 

âêàçàí³ íàïðÿìêè ð³âíîä³éíî¿ F


 ñèñòåìè ñèë, ùî ä³þòü íà òî÷êó. 
Ð³âíÿííÿ (1.4) íàçèâàþòü äèôåðåíö³àëüíèìè ð³âíÿííÿìè ðóõó â 

íàòóðàëüí³é ôîðì³ . 
Ïðèêëàä 1.1. Ò³ëî ìàñîþ 2,5 êãm  , ÿêå ââàæàþòü ìàòåð³àëü-

íîþ òî÷êîþ, ðóõàºòüñÿ â ïîðîæíèñò³é òðóáö³, ðîçòàøîâàí³é ó âåðòèêà-
ëüí³é ïëîùèí³ (ðèñ. 1.1).  
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Çàäà÷à 3. Äîñë³äæåííÿ ðóõó ñèñòåìè òâåðäèõ ò³ë çà äîïîìîãîþ 
òåîðåìè ïðî çì³íó ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ 

 
Ñèñòåìà òâåðäèõ ò³ë (ðèñ. 2.3) ñêëàäàºòüñÿ ç ò³ëà 1 ìàñîþ 1m , 

öèë³íäðè÷íîãî ò³ëà 2 ðàä³óñà 2R  ³ ìàñîþ 2m  òà ñòóï³í÷àñòîãî ò³ëà 3 
ìàñîþ 3m . Á³ëüøèé ðàä³óñ ñòóï³í÷àñòîãî ò³ëà äîð³âíþº 3R , à ìåíøèé 
- 3r ; ðàä³óñ ³íåðö³¿ ò³ëà äîð³âíþº 3i . Ò³ëà ç�ºäíàí³ çà äîïîìîãîþ íåðîç-
òÿæíèõ íåâàãîìèõ íèòîê.  

Ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ìåõàí³÷íà ñèñòåìà ïåðåáóâàº â ñòàí³ 
ñïîêîþ. Ï³ä ä³ºþ ñèë òÿæ³ííÿ ñèñòåìà ïî÷èíàº ðóõàòèñü. Íà ò³ëà, ùî 
ðóõàþòüñÿ ïî ïëîùèíàõ,,íàõèëåíèõ ï³ä êóòîì   äî ãîðèçîíòó, ä³þòü: 
íà ò³ëî 1 - ñèëè òåðòÿ êîâçàííÿ ç êîåô³ö³ºíòîì òåðòÿ 0,1f  ; íà ò³ëà 2 
÷è 3, ùî êîòÿòüñÿ áåç ïðîêîâçóâàííÿ, - ñèëè òåðòÿ êî÷åííÿ òà ìîìåíòè 
òåðòÿ êî÷åííÿ ç êîåô³ö³ºíòîì òåðòÿ êî÷åííÿ 0,015  ì. 

Âèçíà÷èòè øâèäê³ñòü 1v  ³ ïðèñêîðåííÿ 1a  ò³ëà 1 ó ìîìåíò ÷àñó, 
êîëè ò³ëî 1 ïåðåì³ñòèòüñÿ âíèç íà âåëè÷èíó 1s . 

Âèõ³äí³ äàí³ äëÿ ðîçðàõóíêó âçÿòè ç òàáë. 2. 3. Ñõåìè ñèñòåì äëÿ 
ðîçðàõóíêó ïîêàçàí³ íà ðèñ. 2.3.  

Òàáëèöÿ 2.3 
 

Ðÿ-
äîê 

Ñõå
ìà 

m1 
êã 

m2 
êã 

m3 
êã 

R2 
ì 

R3 
ì 

r3 
ì 

³3 
ì 

  
ãðàä 1s  

ì 
1 1 5 1 1 0.15 0,20 0,10 0,15 30 0,4 
2 2 4 2 1 0.20 0,25 0,15 0,20 45 0,5 
3 3 6 1 2 0.25 0,30 0,20 0,25 45 0,6 
4 4 3 1 1 0.30 0,35 0,15 0,21 30 0,8 
5 5 5 2 1 0.25 0,20 0,10 0,17 30 0,7 
6 6 4 1 1 0.15 0,25 0,20 0,15 45 0,6 
7 7 6 2 1 0.20 0,30 0,15 0,16 30 0,3 
8 8 3 1 1 0.25 0,35 0,20 0,17 45 0,4 
9 9 4 1 2 0.20 0,20 0,10 0,23 60 0,5 
0 10 5 2 1 0.15 0,30 0,15 0,17 30 0,8 
 â à á à á â à á â â 
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Ðèñ. 2.2 
 

 7 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ðèñ. 1.1 
Íà ç³ãíóò³é ó âèãëÿä³ ï³âêîëà ðàä³óñà 6ìr   ä³ëÿíö³ OA  ò³ëî 

ðóõàºòüñÿ ç òî÷êè O  çã³äíî ç çàêîíîì 2( 2 1)s t t   . Íà ä³ëÿíö³ 
AB  ò³ëî ðóõàºòüñÿ ïðÿìîë³í³éíî ï³ä ä³ºþ: ñèëè òÿæ³ííÿ G mg ; ðåà-
êö³¿ N , íîðìàëüíî¿ äî ïîâåðõí³ òðóáêè; ñèëè òåðòÿ òðF fN  

( 0,1f  - êîåô³ö³ºíò òåðòÿ); ñèëè îïîðó Q kv  ( 0,3k  - ïîñò³éíèé 
êîåô³ö³ºíò). Òðèâàë³ñòü ðóõó ò³ëà íà ä³ëÿíö³ AB ñòàíîâèòü 1, 4 c.  Íà  
ä³ëÿíö³ BC  ò³ëî , ùî íàáóëî øâèäêîñò³ Bv , ðóõàºòüñÿ ç ïîëîæåííÿ B  

( 8 ìh  ) ï³ä ä³ºþ ñèëè òÿæ³ííÿ (îïîðîì ïîâ³òðÿ íåõòóºìî) ³ ïàäàº íà 
ãîðèçîíòàëüíó ïëîùèíó (ïîëîæåííÿ C ). 

Âèçíà÷èòè: âåëè÷èíó òà íàïðÿì ð³âíîä³éíî¿ F


 ñèñòåìè ñèë, ùî 

ä³þòü íà ò³ëî â ïîëîæåíí³ M , ÿêå çàäàíî êóòîì 
6M
  , òà øâèäê³ñòü 

Av  ò³ëà â ïîëîæåíí³ A  íà ä³ëÿíö³ OA ; øâèäê³ñòü Bv  ò³ëà â ïîëîæåíí³ 
B  íà ä³ëÿíö³ AB ; äàëüí³ñòü d  ïîëüîòó ò³ëà (ïîëîæåííÿ C ). 

Ïëàí ðîçâ�ÿçóâàííÿ çàäà÷³ 
1. Ñêëàñòè äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ ðóõó ò³ëà íà ä³ëÿíö³ OA . 

2. Âèçíà÷èòè ïðîåêö³¿ ð³âíîä³éíî¿ , nF F  òà ð³âíîä³éíó F


 ñèñ-
òåìè ñèë, ïðèêëàäåíèõ äî ò³ëà, â ïîëîæåíí³ M  íà ä³ëÿíö³ OA . 

3. Âèçíà÷èòè øâèäê³ñòü Av  ò³ëà â ïîëîæåíí³ A  íà ä³ëÿíö³ OA . 

4. Ñêëàñòè äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ ðóõó ò³ëà íà ä³ëÿíö³ AB . 
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5. Ðîçâ�ÿçàòè äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ ðóõó ò³ëà íà ä³ëÿíö³ AB  ³ 
âèçíà÷èòè øâèäê³ñòü Bv  ò³ëà â ïîëîæåíí³ B  íà ä³ëÿíö³ AB . 

6. Ñêëàñòè äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ ðóõó ò³ëà íà ä³ëÿíö³ BC  ³ 
âèçíà÷èòè äàëüí³ñòü ïîëüîòó ò³ëà. 

Ðîçâ�ÿçóâàííÿ 
1. Ñêëàäàºìî ð³âíÿííÿ ðóõó ò³ëà íà ä³ëÿíö³ 

OA . Íà ö³é ä³ëÿíö³ ò³ëî ðóõàºòüñÿ ïî äóç³ êîëà, 
òîìó ð³âíÿííÿ ðóõó çàïèøåìî â íàòóðàëüíèõ êî-
îðäèíàòàõ , n  (ðèñ. 1.2).  

 
       Ðèñ. 1.2 

Òîä³ çã³äíî ç ôîðìóëàìè (1.4) äëÿ öüîãî âèïàäêó áóäåìî ìàòè 

ms F ; 
2

n
sm F
r



, 

äå , nF F  - ïðîåêö³¿ ð³âíîä³éíî¿ F

íà îñ³ , n  â³äïîâ³äíî. 

2. Âèçíà÷àºìî ïðîåêö³¿ ð³âíîä³éíî¿ , nF F  ³ ìîäóëü ð³âíîä³éíî¿ 

F


 ó ïîëîæåíí³ M  íà ä³ëÿíö³ OA . Ç ð³âíÿííÿ ðóõó ò³ëà 
2( 2 1)s t t    íà ä³ëÿíö³ OA  áóäåìî ìàòè 

2 ( 1)s v t   ; 2s  . 

Òîä³ âèðàçè äëÿ ïðîåêö³é F  ³ nF  ìàþòü âèãëÿä 

2F m   ; 
2 24 ( 1)

n
tF m
r

 
  . 

Âèçíà÷èìî ö³ ïðîåêö³¿ â ìîìåíò ÷àñó Mt , êîëè ò³ëî äîñÿãíå ïî-
ëîæåííÿ M . Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó çíàéäåìî ÷àñ Mt . Ç îäíîãî áîêó çà 
öåé ÷àñ ò³ëî ïåðåì³ñòèòüñÿ ç ïîëîæåííÿ O  â ïîëîæåííÿ M ³ ïðîéäå 
øëÿõ 

2( 2 1)M M Ms t t   , 

à ç äðóãîãî áîêó äóãîâó êîîðäèíàòó Ms  ó ïîëîæåíí³ M  ìîæíà îá÷èñ-
ëèòè çà ôîðìóëîþ 

6
6M Ms r      . 

A

0
M



s

n 

F
Fn
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Òàáëèöÿ 2.2 
 

Ðÿ- 
äîê 

Ñõå- 
ìà 

m, 
êã 

á, 
ãðàä 

Ov  , 
ì/c 

f R, 
ì 

ö, 
ãðàä 

ô, 
ñ 

ñ, 
Í/cì 

õ0 , 
ñì 

1 1 0,2 30 10 0,10 3,0 20 0,6 2,6 10 
2 2 0,4 45 9 0,12 2,8 30 0,5 2,4 40 
3 3 0,6 60 8 0,14 2,6 40 0,4 2,2 20 
4 4 0,8 120 7 0,16 2,4 50 0,3 2,0 30 
5 5 0,9 135 6 0,18 2,2 60 0,2 1,8 15 
6 6 0,7 150 5 0,20 2,0 70 0,1 1,4 25 
7 7 0,5 210 4 0,22 1,8 80 0,7 1,2 35 
8 8 0,3 225 3 0,24 1,6 45 0,8 0,8 45 
9 9 0,1 240 2 0,25 1,4 65 0,9 0,6 50 
0 10 1,0 300 1 0,30 1,2 35 1,0 0,4 55 

â à â á á â â â à á 
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Çàäà÷à 2. Äîñë³äæåííÿ ðóõó ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè çà äîïîìîãîþ òåî-
ðåì ïðî çì³íó ê³ëüêîñò³ ðóõó òà çì³íó ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ 

 
Ò³ëî ìàñîþ m , ÿêå ââàæàþòü ìàòåð³àëüíîþ òî÷êîþ, ðóõàºòüñÿ ç 

ïîëîæåííÿ O  ç ïî÷àòêîâîþ øâèäê³ñòþ Ov  âñåðåäèí³ ïîðîæíèñòî¿ 
òðóáêè, ÿêà ðîçì³ùåíà ó âåðòèêàëüí³é ïëîùèí³ (ðèñ. 2.2). Ïðÿìîë³í³éí³ 
ä³ëÿíêè òðóáêè OA  ÷è BD  íàõèëåí³ ï³ä êóòîì   äî ãîðèçîíòàëüíî¿ 
îñ³. Êðèâîë³í³éíà ä³ëÿíêà òðóáêè AB  ìàº ôîðìó äóãè êîëà ðàä³óñà R  
³ ïîëîæåííÿ C  ò³ëà íà ö³é ä³ëÿíö³ çàäàíå êóòîì  . 

Ðóõ ò³ëà íà ïðÿìîë³í³éíèõ ä³ëÿíêàõ òðóáêè â³äáóâàºòüñÿ ï³ä ä³ºþ 
ñèë òÿæ³ííÿ G mg  òà ñèë òåðòÿ òðF fN  ( N - ðåàêö³ÿ ñò³íêè òðóá-
êè; f - êîåô³ö³ºíò òåðòÿ ì³æ ò³ëîì òà ñò³íêîþ òðóáêè). Êð³ì òîãî, íà 
ä³ëÿíö³ BD  íà ò³ëî äîäàòêîâî ä³º ñèëà ïðóæíîñò³ ïðF  ïðóæèíè, æîðñ-
òê³ñòü ÿêî¿ äîð³âíþº c ; ïðè öüîìó ïî÷àòêîâà äåôîðìàö³ÿ ïðóæèíè º 
â³äñóòíüîþ. Ìåõàí³÷íèìè ïðîöåñàìè, ÿê³ âèíèêàþòü ó ïðóæèí³ ï³ñëÿ 
ìàêñèìàëüíîãî ¿¿ ñòèñêó íåõòóºìî. 

Íà êðèâîë³í³éí³é ä³ëÿíö³ AB  òðóáêè ò³ëî ðóõàºòüñÿ ò³ëüêè ï³ä 
ä³ºþ ñèë òÿæ³ííÿ G . Òðèâàë³ñòü ðóõó ò³ëà íà ä³ëÿíö³ OA  òðóáêè äîð³-
âíþº  . Ïîòð³áíî: 

1) âèêîðèñòàòè òåîðåìó ïðî çì³íó ê³ëüêîñò³ ðóõó ìàòåð³àëüíî¿ 
òî÷êè òà îá÷èñëèòè øâèäê³ñòü Av  ò³ëà â ïîëîæåíí³ A  íà ä³ëÿíö³ OA ; 

2) âèêîðèñòàòè òåîðåìó ïðî çì³íó ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ ìàòåð³àëü-
íî¿ òî÷êè òà îá÷èñëèòè: 
à) øâèäêîñò³ Bv  ³ Ñv  ò³ëà â ïîëîæåíí³ B  ³ C  íà ä³ëÿíö³ AB ; ïîëî-
æåííÿ C  çàäàíå êóòîì  ; 

á) íàéá³ëüøèé ñòèñê ïðóæèíè íà ä³ëÿíö³ BD . 
Âèõ³äí³ äàí³ äëÿ ðîçðàõóíêó âçÿòè ç òàáë. 2.2. Ñõåìè äëÿ ðîçðà-

õóíêó ïîêàçàí³ íà ðèñ. 2.2.  
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Ç ïîð³âíÿííÿ âèðàç³â äëÿ Ms  îäåðæèìî ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ 
ìîìåíòó ÷àñó Mt : 

2( 2 1) ( 2) 0M M M Mt t t t        

Îñê³ëüêè çã³äíî ç óìîâîþ çàäà÷³ 0Mt  , òî 2 cMt  . Ó öåé ìî-
ìåíò ÷àñó øâèäê³ñòü ò³ëà â ïîëîæåíí³ M  äîð³âíþº 

2 ( 1) 2 (2 1) 2M M
ìv t
ñ

       . 

Ïðîåêö³¿ , nF F  òà ìîäóëü ð³âíîä³éíî¿ F


 ñèñòåìè ñèë, ùî ä³þòü 

íà ò³ëî , â ìîìåíò ÷àñó 2 cMt   âèçíà÷àºìî çà ôîðìóëàìè 

2F m  ; 
2 2 2 2

24 ( 1) 4 (2 1) 2

6 3
M

n
tF m m m
r

   
   ; 

2 2 2 2 22
(2 ) ( ) 2,895

3nF F F m m         . 

Íàïðÿìí³ êîñèíóñè âåêòîðà ð³âíîä³éíî¿ F


: 
2

cos( , ) 0,69
2,895

F mF
F m
 


   


; 

22
3cos( , ) 0,72

2,895
n

mFn F
F m




   


. 

3. Âèçíà÷àºìî øâèäê³ñòü Av  ò³ëà â ïîëîæåíí³ A  íà ä³ëÿíö³ OA . 

Êóòîâà êîîðäèíàòà, ùî âèçíà÷àº öå ïîëîæåííÿ, äîð³âíþº: A  . 

Øâèäê³ñòü Av  ò³ëà â ïîëîæåíí³ A  âèçíà÷àºìî àíàëîã³÷íî äî òîãî, ÿê 
âèçíà÷àëè øâèäê³ñòü Mv  ò³ëà ó ïîëîæåíí³ M . Ó ðåçóëüòàò³ îòðèìàº-
ìî 

6A As r    ; 2( 2 1)A A As t t   . 

ßêùî ïðèð³âíÿòè ö³ âèðàçè äëÿ øëÿõó As , òî îäåðæèìî 
2 2 5 0A At t   . 
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Äîäàòí³é êîð³íü öüîãî ð³âíÿííÿ 3,45 cAt   âèçíà÷àº ÷àñ, ïðîòÿ-
ãîì ÿêîãî ò³ëî äîñÿãíå ïîëîæåííÿ A . Òîä³ øâèäê³ñòü ò³ëà â ïîëîæåíí³ 
A  äîð³âíþº : 

ì
2 ( 1) 2 3,14(3,45 1) 15, 4

ñA Av t      . 

4. Ñêëàäàºìî ð³âíÿííÿ ðóõó ò³ëà íà ä³ëÿíö³ AB . Íà ö³é ä³ëÿíö³ 
ò³ëî ðóõàºòüñÿ ïðÿìîë³í³éíî â íàïðÿìêó îñ³ x  ï³ä ä³ºþ ñèë: òÿæ³ííÿ 

G mg ; òåðòÿ òðF fN ; îïîðó Q kv  òà ðåàê-
ö³¿ ïîâåðõí³ N (ðèñ.1.3). 

Äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ ðóõó ò³ëà çàïè-
øåìî ó êîîðäèíàòí³é ôîðì³ (1.3), ÿê³ ó âèïàäêó 
ä³¿ ïëîñêî¿ ñèñòåìè ñèë, ìàþòü âèãëÿä : 

òðsin 60 ;

cos60 .

mx G F Q

my N G

   

  








 

 
Ðèñ. 1.3 
Îñê³ëüêè ïðè ïðÿìîë³í³éíîìó ðóñ³ ò³ëà íà ä³ëÿíö³ AB  éîãî ïå-

ðåì³ùåííÿ â íàïðÿìêó îñ³ y  äîð³âíþþòü íóëåâ³ ( 0y  ), òî 0y  . 
Òîä³ ç äðóãîãî ð³âíÿííÿ ñèñòåìè ìàºìî 

cos 60N G   
³ ñèëà òåðòÿ, ùî ä³º íà ò³ëî, äîð³âíþº 

òð cos 60F fN fG   . 

Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè âèðàç³â äëÿ ñèë ó ïåðøå äèôåðåíö³àëüíå ð³â-
íÿííÿ ðóõó ä³ñòàºìî 

(sin 60 cos 60 )mx mg f kv     . 

Îäåðæàíèé âèðàç îïèñóº ïðÿìîë³í³éíèé ðóõ ò³ëà íà ä³ëÿíö³ AB . 
5. Ðîçâ�ÿçóºìî äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ðóõó ò³ëà íà ä³ëÿíö³ AB  

³ âèçíà÷àºìî øâèäê³ñòü Bv  ò³ëà â ïîëîæåíí³ B . Ïðèéìåìî äî óâàãè, 

ùî 
2

2
( )

d s d ds dvs
dt dt dt dt

   . Òîä³ îñòàííº ð³âíÿííÿ ðóõó çàïèøåìî ó 

òàêîìó âèãëÿä³ 

(sin 60 cos 60 )
dv kg f v
dt m

     , 

B

B

A

M

x

600

N

G Q
Fòð

A

y
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Ðèñ. 2.1 
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Òàáëèöÿ 2.1 
Ðÿ-
äîê 

Ñõå- 
ìà 

ö, 
ðàä 

r, 
ì 

f(t), 
ì 

m, 
êã 

k ô, 
ñ 

h, 
ì 

1 1 ð/15 5 2ðt2 /3 3,0 0,50 1,0 2,0 
2 2 ð/2 4 5t2-2t+ð 2,5 0,45 1,5 5,0 
3 3 ð/6 3 ð(t2-3t+2) 2,0 0,40 2,0 2,5 
4 4 ð/16 2 ðt2/8 1,5 0,35 2,5 4,0 
5 5 ð/12 1 ð(1/3-t+2t2) 1,0 0,30 3,0 3,0 
6 6 ð/4 6 ðt2/4 3,5 0,25 3,5 3,5 
7 7 ð/3 8 2t 4,0 0,20 4,0 5,5 
8 8 ð/8 7 t2-5t+2ð 4,5 0,60 2,2 1,5 
9 9 ð/5 9 ðt2/2 5,0 0,70 1,8 2,4 
0 10 ð/10 10 t2-2t+5 6,5 0,80 1,6 3,2 
 â à á â à á â à 

 
 
 
 
 
 
 

 11 

àáî ç âðàõóâàííÿì ÷èñëîâèõ äàíèõ çàäà÷³: 

(sin 60 cos 60 ) 9,81(0,866 0,1 0,5) 9g f      ; 
0,3

0,12
2,5

k
m
  , 

áóäåìî ìàòè 

(9 0,12 )
dv v
dt

   . 

Ðîçâ�ÿçóºìî öå ð³âíÿííÿ ìåòîäîì ðîçä³ëåííÿ çì³ííèõ. Äëÿ öüîãî 
çàïèøåìî éîãî â òàêîìó âèãëÿä³ 

9 0,12

dv dt
v
 


. 

Ïðî³íòåãðóºìî ïðàâó òà ë³âó ÷àñòèíó öüîãî ð³âíÿííÿ òà îäåðæè-
ìî : 

1
ln(9 0,12 )

9 0,12 0,12

dv dt C v t C
v
       

  , 

äå ñòàëó ³íòåãðóâàííÿ C  âèçíà÷èìî ç ïî÷àòêîâî¿ óìîâè, ùî ïðè 0t  , 

(0) 15, 4A
ìv v
ñ

  . Òîä³  

1 1 1
ln(9 0,12 ) ln(9 0,12 15, 4) ln10,848

0,12 0,12 0,12

19,8665 19,9

AC v      

 
 

³ ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ øâèäêîñò³ ò³ëà ìàº âèãëÿä 
ln(9 0,12 ) 0,12 2,388v t    . 

Çâ³äñè øâèäê³ñòü ò³ëà íà ä³ëÿíö³ AB  äîð³âíþº 
0,12 2,388( ) 8,333 75tv t e   . 

Äëÿ âèçíà÷åííÿ øâèäêîñò³ Bv  ò³ëà â ïîëîæåíí³ B  â îäåðæàíó 
ôîðìóëó ï³äñòàâèìî ÷àñ éîãî ðóõó íà ä³ëÿíö³ AB  1, 4ct   . Îòðè-
ìàºìî:  

0,12 1,4 2,388( ) (1, 4) 8,333 75 1,72 ì ñB Bv t v e      . 

6. Ñêëàäàºìî äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ ðóõó ò³ëà íà ä³ëÿíö³ BC  ³ 
âèçíà÷àºìî äàëüí³ñòü ïîëüîòó ò³ëà. Ðóõ ò³ëà íà ö³é ä³ëÿíö³ â³äáóâàºòü-
ñÿ â ïëîùèí³ Bxy  ï³ä ä³ºþ ñèëè òÿæ³ííÿ G mg  ç ïî÷àòêîâîþ øâèä-
ê³ñòþ 1,72 ì ñBv   (ðèñ. 1.4). 
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Äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ ðóõó ò³ëà çàïèøåìî â êîîðäèíàòí³é 
ôîðì³ (1.3), ÿê³ ñòîñîâíî íàøîãî âèïàäêó ìàþòü âèãëÿä 

0mx  ; my G mg  . 

Îñê³ëüêè 0m  , òî ö³ ð³âíÿííÿ ìîæíà ïîäàòè 
òàê : 

0x  ; y g . 
Çíàéäåìî çàëåæíîñò³, ùî îïèñóþòü ïîëîæåííÿ 

ò³ëà ïðè éîãî ðóñ³ íà ä³ëÿíö³ BC . Äëÿ öüîãî ïðî³íòå-
ãðóºìî îñòàíí³ ð³âíÿííÿ. Ó ðåçóëüòàò³ îäåðæèìî : 

1x C ; 1 2x C t C  ; 

Ðèñ. 1.4                                   3y gt C  ; 
2

3 42

gty C t C   ; 

äå 1 2 3 4, , ,C C C C  - ñòàë³ ³íòåãðóâàííÿ, ÿê³ âèçíà÷èìî ç ïî÷àòêîâèõ 

óìîâ, çîêðåìà ïðè 0t  : 0 0x  , 0 cos60Bx v  ; 0 0y  , 

0 sin 60By v   . 

Ç öèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ âèçíà÷àºìî çíà÷åííÿ ñòàëèõ ³íòåãðóâàí-
íÿ: 

1 cos60BC v  ; 2 0C  ; 3 sin 60BC v   ; 4 0C  . 

Îòæå, ð³âíÿííÿ ðóõó ò³ëà íà ä³ëÿíö³ BC  ìàþòü âèãëÿä 

cos 60Bx v t  ; 
2

sin 60
2 B

gty v t   . 

ßêùî ç öèõ ð³âíÿíü âèêëþ÷èòè ÷àñ t , íàïðèêëàä, ç ïåðøîãî ð³â-

íÿííÿ çíàéòè 
cos 60B

xt
v




 ³ ï³äñòàâèòè ó äðóãå ð³âíÿííÿ, òî îäåðæè-

ìî ð³âíÿííÿ òðàºêòîð³¿ ðóõó ò³ëà : 
2

2 2
60

2 cos 60B

gy x x tg
v

   


. 

Ç öüîãî ð³âíÿííÿ âèäíî, ùî òðàºêòîð³ºþ ðóõó ò³ëà º ïàðàáîëà. 
Âèçíà÷èìî äàëüí³ñòü d  ïîëüîòó ò³ëà, êîëè ò³ëî äîñÿãíå ïîëî-

æåííÿ C . Äëÿ öüîãî ï³äñòàâèìî â ð³âíÿííÿ òðàºêòîð³¿ 8ìy h  , à 
òàêîæ ³íø³ ÷èñëîâ³ äàí³. Òîä³ áóäåìî ìàòè : 
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×àñòèíà 2. Çàäà÷³ çà òåìàòèêîþ ðîçðàõóíêîâî-ãðàô³÷íî¿ ðîáîòè 
Çàäà÷à 1. Äîñë³äæåííÿ ðóõó ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè ï³ä ä³ºþ çà-

äàíèõ ñèë 
Ðóõ ò³ëà ìàñîþ m , ÿêå ââàæàºìî ìàòåð³àëüíîþ òî÷êîþ, â³äáóâà-

ºòüñÿ ó âåðòèêàëüí³é ïëîùèí³ (ðèñ. 2.1). Íà ä³ëÿíö³ OA  ò³ëî ðóõàºòüñÿ 
ç ïî÷àòêîâîãî ïîëîæåííÿ O  çã³äíî ç çàêîíîì ( )s f t  ó ïîðîæíèñò³é 
òðóáö³, ùî ìàº ôîðìó ï³âêîëà ðàä³óñà r . Íà ïðÿìîë³í³éí³é ä³ëÿíö³ 
AB  ò³ëî, ùî íàáðàëî ïî÷àòêîâî¿ øâèäêîñò³ Av , ïðîäîâæóº ðóõàòèñü ó 
òðóáö³ ïðîòÿãîì ÷àñó   ï³ä ä³ºþ ñèë: âëàñíî¿ âàãè G mg , òåðòÿ 

òðF fN  ( 0,1f  - êîåô³ö³ºíò òåðòÿ ì³æ ò³ëîì ³ âíóòð³øíüîþ ïîâåð-
õíåþ òðóáêè), îïîðó Q kv  ( k - ñòàëà, v - øâèäê³ñòü ò³ëà). 

Íà ä³ëÿíö³ BC  ò³ëî ç ïîëîæåííÿ B  ïðè íàáðàí³é øâèäêîñò³ Bv  

ïàäàº ï³ä ä³ºþ âëàñíî¿ âàãè (îïîðîì ïîâ³òðÿ íåõòóºìî) íà ãîðèçîíòà-
ëüíó ïëîùèíó â òî÷ö³ C , ïîëîæåííÿ ÿêî¿ âèçíà÷àºòüñÿ â³äð³çêàìè d  ³ 
h . Âèçíà÷èòè : 

1) âåëè÷èíó òà íàïðÿì ð³âíîä³éíî¿ R  ñèñòåìè ñèë ó ïîëîæåíí³ 
M  ò³ëà íà ä³ëÿíö³ OA  ³ øâèäê³ñòü Av  ò³ëà â ïîëîæåíí³ A ; ïîëîæåí-
íÿ ò³ëà M  çàäàíå öåíòðàëüíèì êóòîì  ; 

2) øâèäê³ñòü Bv  ò³ëà â ïîëîæåíí³ B  íà ä³ëÿíö³ AB ; 

3) â³äð³çîê d  ó ïîëîæåíí³ C  íà ä³ëÿíö³ BC . 
Âèõ³äí³ äàí³ äëÿ ðîçðàõóíêó íàâåäåí³ â òàáë. 2.1. Ñõåìè äëÿ ðîç-

ðàõóíêó ïîêàçàí³ íà ðèñ. 2.1. 
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Îñê³ëüêè âàë îáåðòàºòüñÿ ð³âíîïðèñêîðåíî, òî êóòîâà øâèäê³ñòü 
ó ìîìåíò ÷àñó 1 ct   äîð³âíþº: 

0 0 23 1 23t        1c .  

Ðåøòó 5 ð³âíÿíü ê³íåòîñòàòèêè âèêîðèñòàºìî äëÿ âèçíà÷åííÿ ðå-
àêö³é â'ÿçåé ,A AX Y  ó ï³äøèïíèêó A  òà , ,B B BX Y Z  ó ï³äï�ÿòíèêó B . 

Îäíàê, ñïî÷àòêó îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ ñèë ³íåðö³¿ çà âèùåíàâåäåíèìè 
ôîðìóëàìè : 

â³ä 2 2
1 1 1 1 0,8 0, 2 23 84,64 H;m O C          
îá
1 1 1 1 0,8 0, 2 23 3,68H;m O C         

â³ä 2 2
2 2 2

1 1
0, 4 0,8 23 84,64 H;

2 2
m l         

îá
2 2 2

1 1
0, 4 0,8 23 3,68 H;

2 2
m l         

â³ä 2 2
3 3 3 1 0,7 23 370,3H;m l        
îá
3 3 3 1 0,7 23 16,1H.m l        

Ç ð³âíÿíü ê³íåòîñòàòèêè ìàºìî: 
îá îá îá
1 2 3

1 1
( 2 3 ) ( 2 3,68 3 3,68 1 16,1) 4,95H.

4 4AX l l l
l

              

â³ä â³ä â³ä
1 2 3 1 1 1 2 2 3 3

1 1
( 2 3 )

4 2
1 0, 2

( 2 84,64 3 84,64 1 370,3 0,8 9,81
4 0,5

1 0,8 0,7
0, 4 9,81 1 9,81 ) 117,17 H;

2 0,5 0,5

AY l l l G O C G l G l
l

           

         

      

 

îá îá îá
1 2 3 4,95 3,68 3,68 16,1 11,15 H;B AX X            

â³ä â³ä â³ä
1 2 3 117,17 84,64 84,64 370,3 253,13H;B AY Y          

1 2 3 1 2 3( ) 9,81(0,8 0, 4 1) 21,58H.BZ G G G g m m m           

Â³äïîâ³äü: ðåàêö³¿ â'ÿçåé ó ï³äøèïíèêó: 4,95H,AX   

117,17 H;AY   ðåàêö³¿ â'ÿçåé ó ï³äøèïíèêó: 11,5 H,BX   

253,13 H,BY   21,58 H.BZ   
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2
2

9,81 4
8 1,732

2 1,72
x x

 


,  

àáî 
2 0, 261 1, 206 0x x   . 

Äîäàòí³é êîð³íü öüîãî ð³âíÿííÿ âèçíà÷àº äàëüí³ñòü ïîëüîòó ò³ëà 
1,24 ìx d  . 

 
Çàäà÷à 2. Äîñë³äæåííÿ ðóõó ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè çà äîïîìîãîþ òåî-

ðåìè ïðî çì³íó ê³ëüêîñò³ ðóõó òà çì³íó ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿  
 

Òåîðåòè÷íà äîâ³äêà. Òåîðåìà ïðî çì³íó ê³ëüêîñò³ ðóõó. Ê³ëü-
ê³ñòü ðóõó ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè òà ³ìïóëüñ ñèëè. Òåîðåìà ïðî çì³íó 
ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿. Ðîáîòà ñèëè, ïðèêëàäåíî¿ äî ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè. 

Ê³ëüê³ñòþ ðóõó ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè íàçèâàþòü âåêòîðíó âåëè÷è-
íó, ÿêà äîð³âíþº äîáóòêó ìàñè m  òî÷êè íà âåêòîð ¿¿ øâèäêîñò³ v : 

q mv
 

                                      (1.5) 

Âåêòîð q , ÿê ³ øâèäê³ñòü òî÷êè, íàïðàâëåíèé ïî äîòè÷í³é äî 
òðàºêòîð³¿ ðóõó. Ðîçì³ðí³ñòü  q H c  . 

Åëåìåíòàðíèì ³ìïóëüñîì ñèëè íàçèâàþòü âåêòîðíó âåëè÷èíó, ùî 
õàðàêòåðèçóº ä³þ ñèëè F


çà åëåìåíòàðíèé ïðîì³æîê ÷àñó dt . Îá÷èñ-

ëþþòü åëåìåíòàðíèé ³ìïóëüñ ÿê äîáóòîê ñèëè F

íà ÷àñ dt : 

dS Fdt
 

                                   (1.6) 

Ïîâíèé ³ìïóëüñ ñèëè F


 çà ÷àñ t  äîð³âíþº 

0

t
S Fdt 
 

                                  (1.7) 

Ìîäóëü ³ìïóëüñó S

ìîæíà îá÷èñëèòè ÷åðåç éîãî ïðîåêö³¿ íà îñ³ 

äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò òàê : 
2 2 2
x y zS S S S   ,                             (1.8) 

äå ïðîåêö³¿ , ,x y zS S S  äîð³âíþþòü 

0
;

t

x xS F dt   
0

;
t

y yS F dt   
0

.
t

z zS F dt                  (1.9) 

Íàïðÿìí³ êîñèíóñè ³ìïóëüñó ñèëè âèçíà÷àþòü çà ôîðìóëàìè: 
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 cos , ;xSS x
S




  cos , ;yS
S y

S



  cos , .zSS z

S



          (1.10) 

Ðîçì³ðí³ñòü   H c.S    

Òåîðåìó ïðî çì³íó ê³ëüêîñò³ ðóõó ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè â ³íòåãðà-
ëüí³é ôîðì³ (òåîðåìà ³ìïóëüñ³â) ôîðìóëþþòü òàê : çì³íà ê³ëüêîñò³ 
ðóõó ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè çà äåÿêèé ïðîì³æîê ÷àñó äîð³âíþº ³ìïóëüñó 
ð³âíîä³éíî¿ ñèñòåìè ñèë, ïðèêëàäåíî¿ äî òî÷êè, çà öåé ñàìèé ïðîì³-
æîê ÷àñó: 

0mv mv S 
 

,                                  (1.11) 

äå 0v - ïî÷àòêîâà øâèäê³ñòü òî÷êè. 
Ó ïðîåêö³ÿõ íà îñ³ äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò ç ôîðìóë (1.11) 

áóäåìî ìàòè: 
;x ox xmv mv S   ;y oy ymv mv S   .z oz zmv mv S        (1.12) 

Çàóâàæèìî , ùî òåîðåìó ïðî çì³íó ê³ëüêîñò³ ðóõó äîö³ëüíî âèêî-
ðèñòîâóâàòè â çàäà÷àõ äèíàì³êè, êîëè ñèëè ïðèêëàäåí³ äî ìàòåð³àëüíî¿ 
òî÷êè º ïîñò³éíèìè àáî çàëåæàòü ëèøå â³ä ÷àñó. 

Åëåìåíòàðíà ðîáîòà ñèëè õàðàêòåðèçóº ä³þ ñèëè íà åëåìåíòàð-
íîìó ïåðåì³ùåí³ òî÷êè ¿¿ ïðèêëàäàííÿ. 

Çà âåêòîðíîãî ñïîñîáó çàäàííÿ ðóõó òî÷êè ïðèêëàäàííÿ ñèëè 
åëåìåíòàðíà ðîáîòà äîð³âíþº ñêàëÿðíîìó äîáóòêó âåêòîðà ñèëè F


 íà 

âåêòîð åëåìåíòàðíîãî ïåðåì³ùåííÿ dr òî÷êè M  ¿¿ ïðèêëàäàííÿ (ðèñ. 
1.5): 

.d A F dr  
 

                 (1.13) 
Çà êîîðäèíàòíîãî ñïîñîáó 

çàäàííÿ ðóõó òî÷êè M  åëåìåíòàð-
íà ðîáîòà äîð³âíþº : 

,x y zd A F dx F dy F dz      (1.14) 

äå , ,x y zF F F  ³ , ,dx dy dz  - ïðîåê-

ö³¿ âåêòîð³â ñèëè F


 ³ åëåìåíòàðíîãî 
ïåðåì³ùåííÿ dr  íà îñ³ , , .x y z  

 
Ðèñ. 1.5 

Çà íàòóðàëüíîãî ñïîñîáó çàäàííÿ ðóõó òî÷êè M  åëåìåíòàðíà 
ðîáîòà ñèëè äîð³âíþº : 

 43 

òàæó, âèçíà÷åí³ â³äíîñíî öåíòð³â ìàñ 1 2 3, ,C C C , ïåðåíåñòè â íîâ³ òî-
÷êè çâåäåííÿ 1 2 3, ,O O O , ÿê³ ðîçòàøîâàí³ íà îñ³ îáåðòàííÿ z . Ïðè òà-
êîìó âèáîð³ òî÷îê çâåäåííÿ âåëè÷èíà ³ íàïðÿì ñêëàäîâèõ ñèë ³íåðö³¿ 
äëÿ çàäàíèõ ò³ë ìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè º íåçì³ííèìè. 

2. Ñêëàäàºìî ð³âíÿííÿ ê³íåòîñòàòèêè äëÿ ñèñòåìè ò³ë (ðèñ. 1.19).  
Ó ïðîåêö³ÿõ íà îñ³ , ,x y z  òà ç óðàõóâàííÿì çàóâàæåíü ó ï.1 ñèñ-

òåìó ð³âíÿíü ê³íåòîñòàòèêè çàïèøåìî òàê: 
 

îá îá îá
1 2 30; 0;x A BF X X       

â³ä â³ä â³ä
1 2 30; 0;y A BF Y Y       

0;zF  1 2 3 0;BZ G G G     

1 1 1 2 2 3 3

â³ä â³ä â³ä
1 2 3

1
0; 4

2

2 3 0;

x AM Y l G O C G l G l

l l l

         

      


 

îá îá îá
1 2 30; 4 2 3 0;y AM X l l l l           

1 20; 0.z z zM M M M      

3. Ðîçâ�ÿçóºìî ñèñòåìó ð³âíÿíü ê³íåòîñòàòèêè.  
Äëÿ âèçíà÷åííÿ ñêëàäîâèõ ñèë ³íåðö³¿ íåîáõ³äíî çíàòè âåëè÷èíó 

êóòîâîãî ïðèñêîðåííÿ   ³ êóòîâî¿ øâèäêîñò³   ó ìîìåíò ÷àñó 1c.t   
Äëÿ öüîãî âèêîðèñòàºìî îñòàííº ð³âíÿííÿ ³ç ñèñòåìè ð³âíÿíü ê³íåòî-
ñòàòèêè, â ÿêå ï³äñòàâèìî âèðàçè äëÿ ãîëîâíîãî ìîìåíòó ñèë ³íåðö³¿ 
äèñêà òà ñòåðæíÿ ³ îòðèìàºìî: 

2 2 2
1 1 1 1 2 2

1 1
( ) 0.
2 3

M m R O C m l      

Ç öüîãî ð³âíÿííÿ âèçíà÷àºìî  :  

2 2 2
1 1 1 1 2 2

2

2 2 2

1 1
( )
2 3

6
23c .

1 1
0,8( 0,6 0, 2 ) 0,4 0,8

2 3

M

m R O C m l
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2

îá
2 2 2 2

1

2Cm a m l       

³ íàïðàâëåíà ïàðàëåëüíî äî îñ³ x â ïðîòèëåæíèé á³ê äî íàïðÿìêó äîòè-

÷íîãî ïðèñêîðåííÿ öåíòðà ìàñ 
2 2

1

2Ca l  . 

Ãîëîâíèé ìîìåíò ñèë ³íåðö³¿ ñòåðæíÿ â³äíîñíî îñ³ îáåðòàííÿ z  
äîð³âíþº 

2 (2)
z zM I     

³ íàïðàâëåíèé ó ïðîòèëåæíèé á³ê äî íàïðÿìêó êóòîâîãî ïðèñêîðåííÿ 
 . Ìîìåíò ³íåðö³¿ ñòåðæíÿ â³äíîñíî îñ³ z  âèçíà÷àºìî çà ôîðìóëîþ: 

(2) 2
2 2

1

3zI m l . 

Ç óðàõóâàííÿì öüîãî çàïèñóºìî âèðàç äëÿ ãîëîâíîãî ìîìåíòó 
ñèë ³íåðö³¿ ñòåðæíÿ 

2 2
2 2

1

3zM m l    . 

Íàïðÿìêè ä³¿ ñêëàäîâèõ ãîëîâíîãî âåêòîðà ³ ãîëîâíîãî ìîìåíòó 
ñèë ³íåðö³¿ ñòåðæíÿ ïîêàçàí³ íà ðèñ. 1.19. 

â). Âàíòàæ 3. Âèçíà÷èìî ñêëàäîâ³ ãîëîâíîãî âåêòîðà 3


 ñèë 
³íåðö³¿ âàíòàæó, ÿêèé ðîçì³ùåíèé ó â òî÷ö³ 3C . 

Â³äöåíòðîâà ñêëàäîâà äîð³âíþº 

3

â³ä 2
3 3 3 3

n
Cm a m l     

³ íàïðàâëåíà ïàðàëåëüíî äî îñ³ ó â ïðîòèëåæíèé á³ê äî íàïðÿìêó äîöå-
íòðîâîãî ïðèñêîðåííÿ âàíòàæó 

3

2
3

n
Ca l  . 

Îáåðòàëüíà ñêëàäîâà äîð³âíþº 

3

îá
3 3 3 3Cm a m l     

³ íàïðàâëåíà ïàðàëåëüíî äî îñ³ õ â ïðîòèëåæíèé á³ê äî íàïðÿìêó äîòè-
÷íîãî ïðèñêîðåííÿ âàíòàæó 

3 3Ca l  . 

Îñê³ëüêè âàíòàæ ç�ºäíàíèé ç âàëîì íåâàãîìèì íåðîçòÿæíèì òî-
íêèì ñòåðæíåì, òî ãîëîâíèé ìîìåíò ñèë ³íåðö³¿ âàíòàæó äîð³âíþº íó-
ëåâ³. 

Çàóâàæèìî, ùî ãîëîâí³ ìîìåíòè ñèë ³íåðö³¿ äèñêà ³ ñòåðæíÿ îá-
÷èñëåí³ â³äíîñíî îñ³ îáåðòàííÿ z . Òîìó äëÿ ïîäàëüøèõ ðîçðàõóíê³â 
ïîòð³áíî ñêëàäîâ³ ãîëîâíèõ âåêòîð³â ñèë ³íåðö³¿ äèñêà, ñòåðæíÿ ³ âàí-
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,d A F ds                                         (1.15) 

äå F - ïðîåêö³ÿ ñèëè íà äîòè÷íó äî òðàºêòîð³¿ ðóõó òî÷êè M ; ds  - 

åëåìåíòàðíå ïåðåì³ùåííÿ òî÷êè M âçäîâæ òðàºêòîð³¿ ðóõó. 
Çàóâàæèìî, ùî åëåìåíòàðíà ðîáîòà íå çàâæäè º ïîâíèì äèôåðå-

íö³àëîì äåÿêî¿ ñêàëÿðíî¿ ôóíêö³¿ êîîðäèíàò òî÷êè.  
Îñê³ëüêè cos( ) cosF F F r F  

 
 (ðèñ. 1.5), òî ç ð³âíîñò³ 

(1.15) ìàºìî 
cosd A Fds   .                                   (1.16) 

Ç (1.16) âèäíî, ùî åëåìåíòàðíà ðîáîòà äîäàòíà, êîëè êóò   º ãî-
ñòðèì, ³ â³ä�ºìíà, êîëè êóò   º òóïèì. Ïðè 0  , d A Fds  , à ïðè 

180   , d A Fds   . Çà 90   , 0d A  , òîáòî, êîëè ñèëà íàïðÿì-
ëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ïåðåì³ùåííÿ dr , òîä³ åëåìåíòàðíà ðîáîòà 
äîð³âíþº íóëåâ³. 

Ïîâíà ðîáîòà ñèëè F

õàðàêòåðèçóº ä³þ ñèëè íà ñê³í÷åíîìó ïå-

ðåì³ùåíí³ òî÷êè ¿¿ ïðèêëàäàííÿ ³ äîð³âíþº êðèâîë³í³éíîìó ³íòåãðàëó, 
âçÿòîìó âçäîâæ òðàºêòîð³¿ ðóõó â³ä 1M äî 2M (ðèñ. 1.5). Òîä³ ç ð³âíî-
ñòåé (1.13) � (1.15) îäåðæèìî : 

1 2 1 2 1 2

( ) .x y z
M M M M M M

A F dr F dx F dy F dz F ds
  

       
 

  (1.17) 

Ðîçì³ðí³ñòü   Äæ H ì.A     

Ïîòóæí³ñòü � öå ô³çè÷íà âåëè÷èíà, ùî õàðàêòåðèçóº øâèäê³ñòü 
âèêîíàííÿ ðîáîòè ñèëîþ, ÿêà ïðèêëàäåíà äî ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè, ³ äî-
ð³âíþº ñêàëÿðíîìó äîáóòêó ñèëè íà øâèäê³ñòü òî÷êè: 

cos( , )N F v Fv F v  
  

                              (1.18) 

Ðîçì³ðí³ñòü   H ì
Bò

ñ
N 

  . 

Ïðèêëàäè îá÷èñëåííÿ ðîáîòè ñèëè 
 
Ðîáîòà ñòàëî¿ ñèëè íà ïðÿìîë³í³éíîìó 

ïåðåì³ùåí³ òî÷êè ¿¿ ïðèêëàäàííÿ (ðèñ. 1.6) 
çã³äíî ç ôîðìóëàìè (1.16) ³ (1.17) äîð³âíþº  

cosA Fs  .             (1.19) 
 

Ðèñ. 1.6 
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Ðîáîòà ñèëè òÿæ³ííÿ. Íåõàé ìàòåð³àëüíà òî÷êà ðóõàºòüñÿ ïî 
äåÿê³é òðàºêòîð³¿ ç ïîëîæåííÿ 1M â ïîëîæåííÿ 2M  ïîáëèçó ïîâåðõí³ 

Çåìë³ ï³ä ä³ºþ ñèëè òÿæ³ííÿ G


(ðèñ. 1.7).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ðèñ. 1.7 
 

Ïðîåêö³¿ ñèëè G

íà êîîðäèíàòí³ îñ³ äîð³âíþþòü: 0;xG   

0;yG  zG G  . Òîä³ íà ï³äñòàâ³ ôîðìóëè (1.17) áóäåìî ìàòè:  

2

11 2

2 1( ) ( ) ,
z

zM M

A G dz G dz G z z Gh


                     (1.20) 

äå 2 1h z z   - âåëè÷èíà âåðòèêàëüíîãî ïåðåì³ùåííÿ òî÷êè ïðèêëà-
äàííÿ ñèëè òÿæ³ííÿ. 

Îòæå, ðîáîòà ñèëè òÿæ³ííÿ äîð³âíþº âçÿòîìó ³ç çíàêîì ïëþñ 
àáî ì³íóñ äîáóòêó ìîäóëÿ ñèëè íà âåðòèêàëüíå ïåðåì³ùåííÿ òî÷êè ¿¿ 
ïðèêëàäàííÿ. Ðîáîòà äîäàòíà, ÿêùî ïî÷àòêîâà òî÷êà 1M  ðîçì³ùåíà 
âèùå í³æ ê³íöåâà 2M  ³ íàâïàêè. Ðîáîòà ñèëè òÿæ³ííÿ íå çàëåæèòü â³ä 

ôîðìè òðàºêòîð³¿, ïî ÿê³é ðóõàºòüñÿ 
òî÷êà ¿¿ ïðèêëàäàííÿ. 

Ðîáîòà ë³í³éíî¿ ñèëè ïðóæíî-
ñò³. Ðîçãëÿíåìî âàíòàæ M , ùî ëå-
æèòü íà ãîðèçîíòàëüí³é ïëîùèí³ ³ 
ïðèêð³ïëåíèé äî â³ëüíîãî ê³íöÿ äå-
ÿêî¿ ïðóæèíè (ðèñ. 1.8).  

Ðèñ. 1.8 
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Îáåðòàëüíà ñêëàäîâà äîð³âíþº 

1

îá
1 1 1 1 1Cm a m O C      

³ íàïðàâëåíà ïàðàëåëüíî äî îñ³ x  â ïðîòèëåæíèé á³ê äî íàïðÿìêó äî-
òè÷íîãî ïðèñêîðåííÿ öåíòðà ìàñ 

1 1 1Ca O C    (  - êóòîâå ïðèñêî-
ðåííÿ âàëà). 

Ãîëîâíèé ìîìåíò ñèë ³íåðö³¿ äèñêà â³äíîñíî îñ³ îáåðòàííÿ z  
äîð³âíþº 

1 (1)
z zM I     

³ íàïðàâëåíèé ó ïðîòèëåæíèé á³ê äî íàïðÿìêó êóòîâîãî ïðèñêîðåííÿ 
 ;  

Ìîìåíò ³íåðö³¿ (1)
zI  äèñêà â³äíîñíî îñ³ z  âèçíà÷àºìî çà òåîðå-

ìîþ Øòåéíåðà 

1

(1) 2
1 1 1z CI I m O C   , 

äå 
1

2
1 1

1

2CI m R  - ìîìåíò ³íåðö³¿ äèñêà â³äíîñíî îñ³, ùî ïðîõîäèòü ÷å-

ðåç éîãî öåíòð ìàñ, ïàðàëåëüí³é äî îñ³ îáåðòàííÿ z . 
Ç óðàõóâàííÿì öüîãî âèðàç äëÿ ãîëîâíîãî ìîìåíòó ñèë ³íåðö³¿ 

íàáóâàº âèãëÿäó  

1 2 2
1 1 1 1

1
( )
2zM m R O C     . 

Íàïðÿìêè ä³¿ ñêëàäîâèõ ãîëîâíîãî âåêòîðà ³ ãîëîâíîãî ìîìåíòó 
ñèë ³íåðö³¿ äèñêà ïîêàçàí³ íà ðèñ. 1.19. 

á). Ñòåðæåíü 2. Âèçíà÷àºìî ñêëàäîâ³ ãîëîâíîãî âåêòîðà ñèë ³íå-
ðö³¿ 2


, ïðèêëàäåíîãî â öåíòð³ ìàñ 2C  ñòåðæíÿ 2, òà ãîëîâíîãî ìîìå-

íòó ñèë ³íåðö³¿ 2

zM  . 

Â³äöåíòðîâà ñêëàäîâà äîð³âíþº 

2

â³ä 2
2 2 2 2

1

2
n
Cm a m l      

³ íàïðàâëåíà ïàðàëåëüíî äî îñ³ ó â ïðîòèëåæíèé á³ê äî íàïðÿìêó äîöå-
íòðîâîãî (íîðìàëüíîãî) ïðèñêîðåííÿ öåíòðà ìàñ 2C  ñòåðæíÿ 

2

2
2

1

2
n
Ca l  . 

Îáåðòàëüíà ñêëàäîâà äîð³âíþº 
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y
BY

BZ

x

B

1O

2O

A
AY


M


z

AX


2l

1C

1R

1G


1
zM 

1
â³ä

1
îá3

îá

2
îá

3C

2C

3
â³ä

2
â³ä

3l

3G


2G


3O

l
l

l
l

2
zM 

BX

 
 

à). Äèñê 1. Îñê³ëüêè äèñê îáåðòàºòüñÿ íåð³âíîì³ðíî ³ â³ñü îáåð-
òàííÿ íå ïðîõîäèòü ÷åðåç éîãî öåíòð ìàñ, òî ñèëè ³íåðö³¿ çâîäèìî äî 
ãîëîâíîãî âåêòîðà 1


 ñèë ³íåðö³¿, ïðèêëàäåíîãî â öåíòð³ ìàñ 1C  äèñêà 

³ ãîëîâíîãî ìîìåíòó ñèë ³íåðö³¿ 1

zM   â³äíîñíî îñ³ îáåðòàííÿ z . Ãîëî-
âíèé âåêòîð ñèë ³íåðö³¿ ðîçêëàäåìî íà â³äöåíòðîâó (íîðìàëüíó) ³ îáåð-
òàëüíó (äîòè÷íó) ñêëàäîâ³. 

Â³äöåíòðîâà ñêëàäîâà äîð³âíþº 

1

â³ä 2
1 1 1 1 1

n
Cm a m O C       

³ íàïðàâëåíà ïàðàëåëüíî äî îñ³ y â ïðîòèëåæíèé á³ê äî íàïðÿìêó äîöå-
íòðîâîãî (íîðìàëüíîãî) ïðèñêîðåííÿ öåíòðà ìàñ 

1

2
1 1

n
Ca O C    ( - 

êóòîâà øâèäê³ñòü âàëà). 

Ðèñ. 1.19 
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Ïî÷àòêîâå ïîëîæåííÿ òî÷êè, ùî â³äïîâ³äàº íåäåôîðìîâàí³é 
ïðóæèí³, ïîçíà÷èìî íà ïëîùèí³ òî÷êîþ O . ßêùî â³äòÿãíóòè âàíòàæ 
M  â³ä çð³âíîâàæåíîãî ïîëîæåííÿ O , òî ïðóæèíà âèäîâæèòüñÿ íà âå-
ëè÷èíó x  ³ òîä³ íà âàíòàæ áóäå ä³ÿòè ñèëà ïðóæíîñò³ ïðóæèíè ïðF


, 

ÿêà áóäå íàïðàâëåíà äî òî÷êè O . Âåëè÷èíà ö³º¿ ñèëè çã³äíî ç çàêîíîì 
Ãóêà ïðîïîðö³éíà âèäîâæåííþ ïðóæèíè ³ äîð³âíþº ïðF cx   ( c - êî-
åô³ö³ºíò æîðñòêîñò³ ïðóæèíè). 

Ðîáîòó, ÿêó âèêîíóº ïðóæíà ñèëà ïðF


 ïðè ïåðåì³ùåíí³ âàíòàæó ç 

ïîëîæåííÿ 1M  â ïîëîæåííÿ 2M , âèçíà÷èìî çà ôîðìóëîþ (1.17). Â 

äàíîìó âèïàäêó ïðîåêö³¿ ñèëè ïðF

íà êîîðäèíàòí³ îñ³ òàê³ 

: ïð ;xF F cx   0;yF  0zF  . Îòæå  
2 2

1 11 2

2 2
1 2( ) ( )

2

x x

x
x xM M

cA F dx cx dx c xdx x x


         .       (1.21) 

Â îäåðæàí³é ôîðìóë³ 1x  º ïî÷àòêîâèì âèäîâæåííÿì ïðóæèíè, à 

2x  - ê³íöåâèì âèäîâæåííÿì ïðóæèíè. Îòæå, ðîáîòà ïðóæíî¿ ñèëè äî-
ð³âíþº ïîëîâèí³ äîáóòêó êîåô³ö³ºíòà æîðñòêîñò³ íà ð³çíèöþ êâàä-
ðàò³â ïî÷àòêîâîãî ³ ê³íöåâîãî âèäîâæåíü (÷è âêîðî÷åíü) ïðóæèíè. 

Ê³íåòè÷íîþ åíåðã³ºþ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè íàçèâàþòü ñêàëÿðíó 
âåëè÷èíó, ÿêà äîð³âíþº ïîëîâèí³ äîáóòêó ìàñè m  òî÷êè íà êâàäðàò ¿¿ 
øâèäêîñò³ v : 

2 2

2 2

mv mvT  


                                  (1.22) 

Ðîçì³ðí³ñòü  T =Äæ = H ì . 

Òåîðåìó ïðî çì³íó ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè â ³íòå-
ãðàëüí³é ôîðì³ ôîðìóëþþòü òàê: çì³íà ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ ìàòåð³àëü-
íî¿ òî÷êè íà ê³íöåâîìó ïåðåì³ùåíí³ äîð³âíþº ðîáîò³ âñ³õ ñèë, ùî ä³-
þòü íà òî÷êó, íà òîìó ñàìîìó ïåðåì³ùåíí³: 

2 2
2 1

2 2

mv mv A  ,                             (1.23) 

äå 1 2,v v - â³äïîâ³äíî ïî÷àòêîâà òà ê³íöåâà øâèäê³ñòü òî÷êè. 
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Ïðèêëàä 2.1. Ò³ëî ìàñîþ 0,7êãm  , ÿêå ââàæàþòü ìàòåð³àëü-
íîþ òî÷êîþ, ðóõàºòüñÿ ç ïîëîæåííÿ O  ç ïî÷àòêîâîþ øâèäê³ñòþ 

0 10ì ñv   óñåðåäèí³ ïîðîæíèñòî¿ òðóáêè, ÿêà 
ðîçòàøîâàíà ó âåðòèêàëüí³é ïëîùèí³ (ðèñ. 1.9). 
Ïðÿìîë³í³éíà ä³ëÿíêà òðóáêè OA  íàõèëåíà ï³ä 
êóòîì 0 45    äî ãîðèçîíòàëüíî¿ îñ³. Êðèâîë³-
í³éíà ä³ëÿíêà òðóáêè AB  ìàº ôîðìó äóãè êîëà 
ðàä³óñà 0,4ìR   ³ ïîëîæåííÿ Ñ  ò³ëà íà ö³é 
ä³ëÿíö³ çàäàíå êóòîì 30   . 

 
Ðèñ. 1.9 

 
Ðóõ ò³ëà íà ïðÿìîë³í³éíèõ ä³ëÿíêàõ òðóáêè â³äáóâàºòüñÿ ï³ä ä³ºþ 

ñèë òÿæ³ííÿ G mg òà ñèë òåðòÿ òðF fN  ( N - ðåàêö³ÿ ñò³íêè òðóá-
êè; 0,3f   - êîåô³ö³ºíò òåðòÿ ì³æ ò³ëîì òà ñò³íêîþ òðóáêè). Êð³ì òî-
ãî, íà ä³ëÿíö³ BD  íà ò³ëî äîäàòêîâî ä³º ñèëà ïðóæíîñò³ ïðF ïðóæèíè, 

æîðñòê³ñòü ÿêî¿ äîð³âíþº 100 H ñì ;ñ   ïðè öüîìó ïî÷àòêîâà äåôîð-
ìàö³ÿ ïðóæèíè º â³äñóòíüîþ. Ìåõàí³÷íèìè ïðîöåñàìè, ÿê³ âèíèêàþòü 
ó ïðóæèí³ ï³ñëÿ ìàêñèìàëüíîãî ¿¿ ñòèñêó, íåõòóºìî. 

Íà êðèâîë³í³éí³é ä³ëÿíö³ AB  òðóáêè ò³ëî ðóõàºòüñÿ ò³ëüêè ï³ä 
ä³ºþ ñèë òÿæ³ííÿ G . 

Òðèâàë³ñòü ðóõó ò³ëà íà ä³ëÿíö³ OA  òðóáêè äîð³âíþº 0, 2 c  . 

Âèçíà÷èòè øâèäêîñò³ ò³ëà â ïîëîæåííÿõ , ,A B C  òà íàéá³ëüøèé 
ñòèñê ïðóæèíè. 

Ïëàí ðîçâ�ÿçóâàííÿ çàäà÷³ 
1. Íà ï³äñòàâ³ òåîðåìè ïðî çì³íó ê³ëüêîñò³ ðóõó ìàòåð³àëüíî¿ òî-

÷êè îá÷èñëèòè øâèäê³ñòü Av  ò³ëà â ïîëîæåíí³ A  íà ä³ëÿíö³ OA .  

2. Íà ï³äñòàâ³ òåîðåìè ïðî çì³íó ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ ìàòåð³àëüíî¿ 
òî÷êè îá÷èñëèòè : 

à) øâèäêîñò³ Bv  ³ Cv  ò³ëà â ïîëîæåííÿõ B  ³ C íà ä³ëÿíö³ ;AB  

á) íàéá³ëüøèé ñòèñê ïðóæèíè íà ä³ëÿíö³ BD . 
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2 0, 4êãm  ; òîíêèé ñòåðæåíü (ìàñîþ ÿêîãî ìîæíà çíåõòóâàòè) äîâ-
æèíîþ 3 0,7ìl  , íà ê³íö³ ÿêîãî ïðèêð³ïëåíèé âàíòàæ ìàñîþ 

3 1êãm  . Äî âàëà ïðèêëàäåíèé îáåðòîâèé ìîìåíò 6HìM  . Ïî÷àò-
êîâà êóòîâà øâèäê³ñòü îáåðòàííÿ âàëà 0 0  . Â³äñòàí³ ì³æ óñ³ìà ñó-
ñ³äí³ìè òî÷êàìè ì³ñöü êð³ïëåííÿ íà âàëó îäèíàêîâ³ é äîð³âíþþòü 

0,5ìl  . 

Âèçíà÷èòè ðåàêö³¿ â'ÿçåé ìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè â ï³äøèïíèêó A  ³ 
ï³äï�ÿòíèêó B  ó ìîìåíò ÷àñó 1ct  , ââàæàþ÷è, ùî â öåé ìîìåíò ÷àñó 
ñòåðæí³ ðîçì³ùåí³ â ïëîùèí³ zBy  ³ öåíòð âàãè äèñêó çì³ùåíèé â³ä îñ³ 
âàëà íà â³äñòàíü 1 1 0,2ìÑy O C   ïî îñ³ y . 

Ïëàí ðîçâ�ÿçóâàííÿ çàäà÷³ 
1. Âèçíà÷èòè ãîëîâíèé âåêòîð ³ ãîëîâíèé ìîìåíò ñèë ³íåðö³¿ òà 

¿õ ñêëàäîâèõ äëÿ äèñêà, ñòåðæíÿ ³ âàíòàæó ó ðàç³ çâåäåííÿ ñèë ³íåðö³¿ 
äî îñ³ îáåðòàííÿ z . 

2. Ñêëàñòè ð³âíÿííÿ ê³íåòîñòàòèêè ìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè. 
3. Ðîçâ�ÿçàòè ñèñòåìó ð³âíÿíü ê³íåòîñòàòèêè òà çíàéòè êóòîâ³ 

ïðèñêîðåííÿ ³ øâèäê³ñòü âàëà AB , à òàêîæ ðåàêö³¿ â�ÿçåé ó ï³äøèïíè-
êó A  ³ ï³äï�ÿòíèêó B . 

Ðîçâ�ÿçóâàííÿ 
1. Âèçíà÷àºìî ñêëàäîâ³ ãîëîâíîãî âåêòîðà ³ ãîëîâíèé ìîìåíò ñèë 

³íåðö³¿ äëÿ äèñêà, ñòåðæíÿ òà âàíòàæó, êîëè çà òî÷êó çâåäåííÿ ñèë ³íå-
ðö³¿ â³çüìåìî òî÷êó íà îñ³ îáåðòàííÿ z  âàëà. Òîä³ äëÿ êîæíîãî ò³ëà 
ìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè áóäåìî ìàòè : 
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Íà ðèñ. 1.17, à ïîêàçàí³ ãîëîâíèé âåêòîð ñèë ³íåðö³¿ 


 ³ ãîëî-
âíèé ìîìåíò ñèë ³íåðö³¿ CM  , êîëè çà òî÷êó çâåäåííÿ âçÿòî öåíòð ìàñ 
ò³ëà Ñ, òîä³ 

Cma  ; C CM I    .                            (1.38) 

Çàóâàæèìî, ÿêùî â³ñü îáåðòàííÿ ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð ìàñ ò³ëà, 
òî 0Ca   ³ 0  , òîáòî â öüîìó âèïàäêó ñèëè ³íåðö³¿ ò³ëà çâîäÿòü äî 

ìîìåíòó CM  . 

Íà ðèñ. 1.17, á ïîêàçàí³ ãîëîâíèé âåêòîð ñèë ³íåðö³¿ 


 ³ ãîëî-
âíèé ìîìåíò ñèë ³íåðö³¿ OM   ç öåíòðîì çâåäåííÿ â òî÷ö³ Î, ùî ðîçì³-
ùåíà íà îñ³ îáåðòàííÿ, òîä³ 

Cma  ; O OM I    ; 2
O CI I m OC   .              (1.39) 

Ïðè ïëîñêîïàðàëåëüíîìó ðóñ³ ò³ëà, ùî ìàº ïëîùèíó ñèìåòð³¿ òà 
ðóõàºòüñÿ ïàðàëåëüíî äî íå¿, ñèëè ³íåðö³¿ âñ³õ òî÷îê ò³ëà çâîäÿòü äî 

ãîëîâíîãî âåêòîðà ñèë ³íåðö³¿ 


, ïðèêëà-
äåíîãî â öåíòð³ ìàñ, òà ãîëîâíîãî ìîìåíòó 
ñèë ³íåðö³¿ CM   â³äíîñíî îñ³, ÿêà ïåðïåí-
äèêóëÿðíà äî ïëîùèíè ñèìåòð³¿ ò³ëà ³ 
ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð ìàñ ò³ëà (ðèñ. 
1.18), ÿê³ äîð³âíþþòü  

Cma  ; C CM I    ,  (1.40) 

äå Ca  - ïðèñêîðåííÿ öåíòðà ìàñ ò³ëà;  - 

êóòîâå ïðèñêîðåííÿ ò³ëà; CI  - ìîìåíò ³íåðö³¿ ò³ëà â³äíîñíî îñ³, ùî 
ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð ìàñ. 

Ãîëîâíèé âåêòîð ñèë ³íåðö³¿ 


 íàïðÿìëåíèé â ïðîòèëåæíèé á³ê 
äî íàïðÿìêó ïðèñêîðåííÿ öåíòðà ìàñ ò³ëà Ca , à ãîëîâíèé ìîìåíò ñèë 

³íåðö³¿ CM   íàïðÿìëåíèé â ïðîòèëåæíèé á³ê äî íàïðÿìêó êóòîâîãî 
ïðèñêîðåííÿ  . 

Ïðèêëàä 4.1. Äî âåðòèêàëüíîãî âàëà AB (ðèñ. 1.19), ÿêèé ð³âíî-
ïðèñêîðåíî îáåðòàºòüñÿ íàâêîëî îñ³ z , ïðèêð³ïëåí³: ñóö³ëüíèé îäíî-
ð³äíèé êðóãëèé äèñê ðàä³óñîì 1 0,6ìR   ³ ìàñîþ 1 0,8 êãm  ; òîâñ-
òèé îäíîð³äíèé ïðÿìîë³í³éíèé ñòåðæåíü äîâæèíîþ 2 0,8ìl   ³ ìàñîþ 

Ðèñ. 1.18 
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Ðîçâ�ÿçóâàííÿ 
1. Çàïèñóºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ, ÿêå âè-

ðàæàº òåîðåìó ïðî çì³íó ê³ëüêîñò³ ðóõó äëÿ 
ò³ëà, ùî ðóõàºòüñÿ íà ä³ëÿíö³ OA . Íà ö³é ä³-
ëÿíö³ ò³ëî ðóõàºòüñÿ ïðÿìîë³í³éíî â íàïðÿì-
êó îñ³ x  ï³ä ä³ºþ ñèëè òÿæ³ííÿ G mg , ñè-
ëè òåðòÿ êîâçàííÿ òðF fN  ³ ðåàêö³¿ ñò³íêè 
òðóáêè N (ðèñ. 1.10). 

 
Ðèñ. 1.10 
Ñï³ââ³äíîøåííÿ, ùî âèïëèâàº ³ç òåîðåìè ïðî çì³íó ê³ëüêîñò³ ðó-

õó â öüîìó âèïàäêó, çã³äíî ç ïåðøîþ ç ð³âíîñòåé (1.12), çàïèøåìî òàê: 
0A xmv mv S  , 

äå 0 , Av v - øâèäêîñò³ ò³ëà â ïî÷àòêîâîìó ïîëîæåíí³ O  òà ê³íöåâîìó 
;A xS - ïðîåêö³ÿ íà â³ñü x  ð³âíîä³éíî¿ ³ìïóëüñ³â ñèë, ÿê³ ä³þòü íà ò³ëî. 
Âèçíà÷èìî ïðîåêö³þ ð³âíîä³éíî¿ ³ìïóëüñ³â ñèë, ùî ä³þòü íà ò³ëî, 

íà ä³ëÿíö³ OA . Ïðîåêö³ÿ ð³âíîä³éíî¿ ³ìïóëüñ³â ñèë xS  äîð³âíþº ñóì³ 
ïðîåêö³é ³ìïóëüñ³â ñèë òðF  ³ xG  íà â³ñü x , òîáòî 

òð( )x xS F G    , 

äå 0sinxG G  - ïðîåêö³ÿ ñèëè òÿæ³ííÿ ò³ëà íà â³ñü x ; òðF fN - 

ñèëà òåðòÿ; 0cosN G  - ðåàêö³ÿ ñò³íêè òðóáêè (íîðìàëüíà ñèëà);  - 

òðèâàë³ñòü ðóõó ò³ëà íà ä³ëÿíö³ OA . 
Çàóâàæèìî, ùî ³ìïóëüñ íîðìàëüíî¿ ñèëè N  äîð³âíþº íóëåâ³, 

òîìó ùî öÿ ñèëà º ïåðïåíäèêóëÿðíîþ äî íàïðÿìêó ðóõó ò³ëà. 
Îñê³ëüêè G mg , òî âèðàç äëÿ xS  ìîæíà çàïèñàòè òàê : 

0 0(sin cos ) .xS mg f       

Îá÷èñëèìî øâèäê³ñòü Av  ò³ëà â ïîëîæåíí³ A . Äëÿ öüîãî âèêî-
ðèñòàºìî òåîðåìó ïðî çì³íó ê³ëüêîñò³ ðóõó ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè òà îòðè-
ìàºìî 

0 0 0(sin cos )Amv mv mg f      . 

Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè ÷èñëîâèõ äàíèõ ìàºìî 

A

=450

O

x

N

G

Fòð

A

O
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0 0 0(sin cos )

10 9,81 0,2(sin 45 0,3cos 45 ) 8, 2 ì ñ .
Av v g f     

     
 

2. Çàïèñóºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ 
, ùî âèðàæàº òåîðåìó ïðî çì³íó 
ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ äëÿ ò³ëà, ùî ðó-
õàºòüñÿ íà ä³ëÿíö³ AB . Ðóõ ò³ëà íà 
ö³é êðèâîë³í³éí³é ä³ëÿíö³ â³äáóâà-
ºòüñÿ ï³ä ä³ºþ ñèëè òÿæ³ííÿ 
G mg  (ðèñ. 1.11). Ïî÷àòêîâà 
øâèäê³ñòü ò³ëà 8,2ì ñ .Av   

 
Ðèñ. 1.11 
 
Äëÿ âèçíà÷åííÿ øâèäêîñò³ ò³ëà â ïîëîæåííÿõ B  ³ C  âèêîðèñòà-

ºìî ôîðìóëó (1.23), ÿêà âèðàæàº òåîðåìó ïðî çì³íó ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ 
ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè. Ñòîñîâíî ðóõó ò³ëà íà ä³ëÿíö³ AB , éîãî øâèä-
ê³ñòü Bv  ó ïîëîæåíí³ B  âèçíà÷èìî ç ð³âíÿííÿ 

2 2

2 2
B A

B
mv mv A  , 

à øâèäê³ñòü Cv  ó ïîëîæåíí³ C - ç ð³âíÿííÿ 
2 2

2 2
C A

Ñ
mv mv A  , 

äå Av  - ïî÷àòêîâà øâèäê³ñòü ò³ëà â ïîëîæåíí³ A ; BA , CA - ðîáîòà ñè-
ëè òÿæ³ííÿ, ùî ä³º íà ò³ëî ï³ä ÷àñ éîãî ðóõó ç ïîëîæåííÿ A  â ïîëî-
æåííÿ B  ³ C  â³äïîâ³äíî. 

Âèçíà÷àºìî ðîáîòó ñèëè òÿæ³ííÿ. ßê â³äîìî, ðîáîòà ñèëè òÿæ³í-
íÿ íå çàëåæèòü â³ä ôîðìè òðàºêòîð³¿ ðóõó ò³ëà, à çàëåæèòü ëèøå â³ä 
ïî÷àòêîâîãî ³ ê³íöåâîãî éîãî ïîëîæåííÿ. Â òàêîìó ðàç³, çã³äíî ç ôîð-
ìóëîþ (1.20), ðîáîòà ñèëè òÿæ³ííÿ ïðè ïåðåì³ùåíí³ ò³ëà ç ïîëîæåííÿ 
A  ó ïîëîæåííÿ B  ÷è C  äîð³âíþº  

;B B BA Gh mgh     ,C C CA Gh mgh     

äå Bh  ³ Ch - âåëè÷èíè âåðòèêàëüíèõ ïåðåì³ùåíü ò³ëà â ïîëîæåííÿõ B  ³ 
C  â³äïîâ³äíî (ðèñ. 1.11). Çíàê ì³íóñ âêàçóº íà òå , ùî ïî÷àòêîâå ïî-
ëîæåííÿ A  ò³ëà º íèæ÷å ê³íöåâèõ ïîëîæåíü B  òà C . 
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Âåêòîðíèì ð³âíÿííÿì (1.37) â³äïîâ³äàþòü ø³ñòü ð³âíÿíü ó êîîð-
äèíàòí³é ôîðì³: 

0,x x xF R    

0,y y yF R    

0,z z zF R    
àêò ðåàê ³í 0,x x xM M M    
àêò ðåàê ³í 0,y y yM M M    
àêò ðåàê ³í 0,z z zM M M    

ÿê³ íàçèâàþòü ð³âíÿííÿìè ê³íåòîñòàòèêè. 
Ïðè ïîñòóïàëüíîìó ðóñ³ òâåðäîãî ò³ëà ñèëè ³íåðö³¿ âñ³õ òî÷îê 

ò³ëà çâîäÿòü äî ð³âíîä³éíî¿, ÿêà ïðèêëàäåíà â öåíòð³ ìàñ ò³ëà. Âåëè÷è-
íà ð³âíîä³éíî¿ äîð³âíþº äîáóòêó ìàñè ò³ëà íà ïðèñêîðåííÿ äîâ³ëüíî¿ 
òî÷êè (÷è öåíòðà ìàñ) ò³ëà. Ð³âíîä³éíà ñèë ³íåðö³¿ ñïðÿìîâàíà â ïðîòè-
ëåæíèé á³ê äî íàïðÿìêó ïðèñêîðåííÿ äîâ³ëüíî¿ òî÷êè ò³ëà, òîáòî 

cma  
 

. 

Ïðè îáåðòàëüíîìó ðóñ³ òâåðäîãî ò³ëà, ùî ìàº ïëîùèíó ñèìåò-
ð³¿, íàâêîëî îñ³, ÿêà ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ö³º¿ ïëîùèíè, ñèëè ³íåðö³¿ 
âñ³õ òî÷îê ò³ëà çâîäÿòü äî ãîëîâíîãî âåêòîðà ñèë ³íåðö³¿ ³ ãîëîâíîãî 
ìîìåíòó ñèë ³íåðö³¿. Ãîëîâíèé âåêòîð ñèë ³íåðö³¿ äîð³âíþº äîáóòêó 
ìàñè ò³ëà íà ïðèñêîðåííÿ öåíòðó ìàñ ò³ëà ³ ñïðÿìîâàíèé ó ïðîòèëåæ-
íèé á³ê äî íàïðÿìêó ïðèñêîðåííÿ. Ãîëîâíèé ìîìåíò ñèë ³íåðö³¿ äîð³â-
íþº äîáóòêó ìîìåíòó ³íåðö³¿ ò³ëà â³äíîñíî îñ³, ÿêà ïåðïåíäèêóëÿðíà 
äî ïëîùèíè ñèìåòð³¿ òà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó çâåäåííÿ, íà êóòîâå 
ïðèñêîðåííÿ ò³ëà ³ ñïðÿìîâàíèé ó ïðîòèëåæíèé á³ê äî íàïðÿìêó êóòî-
âîãî ïðèñêîðåííÿ ò³ëà. 
 
 
 
 
 
 
 
 

à                                                                 á 
Ðèñ. 1.17 
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ßêùî ðóõ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè çàäàíî êîîðäèíàòíèì ñïîñîáîì, òî 
ñèëó ³íåðö³¿ ìîæíà âèçíà÷èòè òàê: 

x y zi j k    
  

, 

äå x xma   , y yma   , z zma    - ïðîåêö³¿ ñèëè ³íåðö³¿ íà îñ³ 
äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò; 

ßêùî ðóõ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè çàäàíî íàòóðàëüíèì ñïîñîáîì, òî 
ñèëó ³íåðö³¿ 


 ìîæíà ðîçä³ëèòè íà òàê³ ñêëàäîâ³ 

n   
  

,                         (1.36) 

äå ma   
 

, n nma  
 

 - â³äïîâ³äíî äîòè÷íà (òàíãåíö³àëüíà) òà 
íîðìàëüíà ñèëè ³íåðö³¿. Çíà÷åííÿ öèõ ñèë âèçíà÷àþòü çà ôîðìóëàìè: 

2

2

dv d sma m m
dt dt     ; 

2

n n
vma m


   . 

ßêùî ìàòåð³àëüíà òî÷êà º îäí³ºþ ç òî÷îê òâåðäîãî ò³ëà, ÿêå îáå-
ðòàºòüñÿ íàâêîëî íåðóõîìî¿ îñ³ ç êóòîâîþ øâèäê³ñòþ   òà êóòîâèì 
ïðèñêîðåííÿì  , òî äîöåíòðîâå ïðèñêîðåííÿ áóäå çá³ãàòèñÿ ç íîðìà-
ëüíèì, à îáåðòàëüíå � ç òàíãåíö³àëüíèì. Â³äïîâ³äí³ äî öèõ ïðèñêîðåíü 
îáåðòàëüíó îá  òà â³äöåíòðîâó â³ä  ñèëè ³íåðö³¿ âèçíà÷àþòü ç âèðàç³â 

îá îáma m r   , 2
â³ä â³äma m r   , 

äå r  - â³äñòàíü â³ä òî÷êè äî îñ³ îáåðòàííÿ. 
Ñèëà ³íåðö³¿ çà ñâî¿ì ô³çè÷íèì çì³ñòîì º âåêòîðíîþ ñóìîþ ðåà-

ëüíèõ ñèë ïðîòèä³¿ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè âñ³ì ò³ëàì, ùî ä³þòü íà íå¿ òà 
íàäàþòü ¿é ïðèñêîðåííÿ. 

Äëÿ ìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè ïðèíöèï Äàëàìáåðà ôîðìóëþþòü òàê: â 
êîæíèé ìîìåíò ÷àñó âåêòîðíà ñóìà ãîëîâíèõ âåêòîð³â àêòèâíèõ ñèë, 
ðåàêö³é â�ÿçåé ³ ñèë ³íåðö³¿ ðóõîìî¿ ñèñòåìè ìàòåð³àëüíèõ òî÷îê äîð³-
âíþº íóëþ, à òàêîæ äîð³âíþº íóëþ âåêòîðíà ñóìà ãîëîâíèõ ìîìåíò³â 
àêòèâíèõ ñèë, ðåàêö³é â�ÿçåé ³ ñèë ³íåðö³¿, òîáòî: 

àêò ðåàê ³í0; 0O O OF R M M M     
    

,                 (1.37) 

äå 
1

n

n
i

F F



 

, 
1

n

n
i

R R



 

, 
1

n

n
i

  
 

 - ãîëîâí³ âåêòîðè àêòèâíèõ ñèë, 

ðåàêö³é â�ÿçåé òà ñèë ³íåðö³¿, àêò ðåàê ³í, ,O O OM M M
  

 - ãîëîâí³ ìîìåíòè àê-
òèâíèõ ñèë, ðåàêö³é â�ÿçåé òà ñèë ³íåðö³¿ â³äíîñíî äîâ³ëüíîãî öåíòðà 
O . 
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Îá÷èñëèìî øâèäêîñò³ Bv  ³ Cv  ò³ëà â ïîëîæåííÿõ B  ³ C . 

Ç óðàõóâàííÿì âèðàçó äëÿ ðîáîòè BA  äëÿ âèçíà÷åííÿ øâèäêîñò³ 
ò³ëà â ïîëîæåíí³ B  îòðèìàºìî: 

2 2

2 2
B A

B
mv mv mgh   . 

 
Çâ³äñè  

2 2 2B A Bv v gh  , 

àáî 
2 2B A Bv v gh  , 

äå Bh - âåðòèêàëüíå ïåðåì³ùåííÿ ò³ëà â ïîëîæåíí³ B , ÿêå âèçíà÷àºìî 
ç ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà AB B  (ðèñ. 1.11):  

2 sin 45 2Bh BB R R   . 

Ç óðàõóâàííÿì ÷èñëîâèõ äàíèõ îäåðæèìî 
2 2 ì

2 2 8,2 2 2 9,81 0, 4 7,5 .
ñB Av v gR        

Äëÿ âèçíà÷åííÿ øâèäêîñò³ ò³ëà â ïîëîæåíí³ C  ç óðàõóâàííÿì 
âèðàçó äëÿ ðîáîòè CA  îòðèìàºìî: 

2 2

2 2
C A

C
mv mv mgh   . 

Çâ³äñè: 
2 2 2C A Cv v gh   

äå Ch  - âåðòèêàëüíå ïåðåì³ùåííÿ ò³ëà â ïîëîæåíí³ C . Âèçíà÷èìî éî-
ãî ç ð³âíîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà AKC (ðèñ. 1.11) çà òåîðåìîþ ñèíóñ³â: 

sin 30
2 cos 75 .

sin 30 sin 75 sin 75

AC R AC R R   




  
 

Äàë³ ç ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà AC C  îäåðæèìî  
sin 60 2 cos75 sin 60 3 cos 75 .Ch CC AC R R        

Òîä³ øâèäê³ñòü Cv  ò³ëà ç óðàõóâàííÿì âèðàçó äëÿ Ch  òà ÷èñëîâèõ 
äàíèõ äîð³âíþº: 
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2 2

2

2 2 3 cos 75

8,2 2 3 9,81 0, 4 cos 75 7,97 ì ñ.

C A C Av v gh v gR    

     





 

Äëÿ âèçíà÷åííÿ íàéá³ëüøîãî ñòèñêó ïðóæèíè íà ä³ëÿíö³ BD  
(ðèñ. 1.12) çàïèñóºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ, ùî âèðàæàº òåîðåìó ïðî çì³íó 
ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ ò³ëà, ùî ðóõàºòüñÿ íà ïðîì³æêó BE  ä³ëÿíêè .BD  

Íà ö³é ä³ëÿíö³ â³äáóâàºòüñÿ ïðÿìîë³í³éíèé 
ðóõ ò³ëà ç ïî÷àòêîâîþ øâèäê³ñòþ 

7,5 ì ñBv  , ÿêà âèçíà÷åíà âèùå, ï³ä ä³ºþ: 
ñèë òÿæ³ííÿ G mg ; ðåàêö³¿ ñò³íêè òðóáêè 

cos 45 ;N G   ñèëè òåðòÿ òð ;F fN   ñèëè 

ïðóæíîñò³ ïðóæèíè ïðF cx  . 

 
Ðèñ. 1.12 
Äëÿ âèçíà÷åííÿ âåëè÷èíè ìàêñèìàëüíîãî ñòèñêó ïðóæèíè maxx  

âèêîðèñòàºìî òåîðåìó ïðî çì³íó ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè 
(1.23), ÿêó äëÿ öüîãî âèïàäêó çàïèøåìî òàê  

2 2

2 2
E Bmv mv A  , 

äå Ev - øâèäê³ñòü ò³ëà â ïîëîæåíí³ E , â ÿêîìó ïðóæèíà ìàêñèìàëüíî 
ñòèñíóòà; A  - ñóìàðíà ðîáîòà óñ³õ ñèë , ùî ä³þòü íà ò³ëî ï³ä ÷àñ éîãî 
ðóõó ç ïîëîæåííÿ B  ó ïîëîæåííÿ E . 

Âèçíà÷àºìî ñóìàðíó ðîáîòó ïðèêëàäåíèõ äî ò³ëà ñèë ï³ä ÷àñ éî-
ãî ðóõó íà ïðîì³æêó BE  äîâæèíîþ maxx . Öþ ðîáîòó âèçíà÷èìî ÿê 
ñóìó ðîá³ò â³ä êîæíî¿ ñèëè çîêðåìà, òîáòî 

òð ïðG F F NA A A A A    , 

äå GA  - ðîáîòà ñèëè òÿæ³ííÿ, ÿêà íà ï³äñòàâ³ ôîðìóëè (1.20), äîð³âíþº 

max maxsin 45 sin 45 ;G EA G h G x mg x        

òðFA - ðîáîòà ñèëè òåðòÿ, ÿêà íà ï³äñòàâ³ ôîðìóëè (1.19) , äîð³âíþº 

òð òð max max maxcos 45 ;FA F x fN x fmg x          
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3
1 3 1

3 3

(sin cos )
rg m f m s

R r
 

 
     

 

1 1

0, 25
9,81 12(sin 60 0,1cos 60 ) 5 78,38

0, 45 0, 25
s s 

      
  . 

ßêùî ï³äñòàâèòè çíàéäåí³ çíà÷åííÿ ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ ³ ðîáîòè 
çîâí³øí³õ ñèë ó ð³âí³ñòü, ùî âèðàæàº òåîðåìó ïðî çì³íó ê³íåòè÷íî¿ 
åíåðã³¿, òî îäåðæèìî 

2
1 17,66 78,38v s . 

4. Âèçíà÷àºìî øâèäê³ñòü 1v  ³ ïðèñêîðåííÿ à1 âàíòàæó ïðè éîãî 
ïåðåì³ùåíí³ 1 0,6 ìs  . 

Ç îñòàííüî¿ ð³âíîñò³ ìàºìî 

1 1

78,38 78,38 ì
0,6 2, 48

7,66 7,66 ñ
v s    . 

Äèôåðåíö³þþ÷è çà ÷àñîì îñòàííþ ð³âí³ñòü, îäåðæèìî: 

1 1 17,66 2 78,38v v v   , 1
1( )

dsv
dt

 . 

Çâ³äñè 1 1 2

ì
5,12

ñ
a v  . 

Çàäà÷à 4. Çàñòîñóâàííÿ ïðèíöèïó Äàëàìáåðà äëÿ âèçíà÷åííÿ 
ðåàêö³é â�ÿçåé 

 
Òåîðåòè÷íà äîâ³äêà. Äëÿ íåâ³ëüíî¿ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè ïðèíöèï 

Äàëàìáåðà ôîðìóëþþòü òàê: ï³ä ÷àñ ðóõó ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè â êîæ-
íèé ìîìåíò ÷àñó ñóìà àêòèâíèõ ñèë, ùî ïðèêëàäåí³ äî òî÷êè, ðåàêö³é 
â�ÿçåé ³ ñèë ³íåðö³¿ äîð³âíþº íóëþ. Âèêîðèñòàííÿ ïðèíöèïó Äàëàìáåðà 
äîçâîëÿº çàì³íèòè ðîçâ�ÿçóâàííÿ çàäà÷ äèíàì³êè ðîçâ�ÿçóâàííÿì çàäà÷ 
ñòàòèêè. Òàêèé ìåòîä ðîçâ�ÿçóâàííÿ çàäà÷ íàçèâàþòü ùå ìåòîäîì ê³íå-
òîñòàòèêè. Äëÿ çàñòîñóâàííÿ ïðèíöèïó Äàëàìáåðà íåîáõ³äíî âì³òè 
âèçíà÷èòè ñèëó ³íåðö³¿. 

Ñèëîþ ³íåðö³¿ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè íàçèâàþòü âåêòîðíó âåëè÷è-
íó, ÿêà äîð³âíþº äîáóòêó ìàñè m òî÷êè íà âåêòîð ¿¿ ïðèñêîðåííÿ à  ³ 
íàïðàâëåíà â ïðîòèëåæíèé á³ê äî íàïðÿìêó ïðèñêîðåííÿ: 

ma  
 

.                                     (1.35) 
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2 2
2 2 23 3

1 2 3 1 1 2 1 3 12
3 3

2 2
23 3

1 2 3 12
3 3

2 2
2 2
1 12

1 1 1

2 4 2 ( )

1 1

2 2 ( )

1 1 0, 25 0,34
12 3 5 7,66 .

2 2 (0, 45 0, 25)

r iT T T T m v m v m v
R r

r im m m v
R r

v v


      



 
     

 
       

 

3. Âèçíà÷àºìî ðîáîòó âñ³õ çîâí³øí³õ ñèë, ïðèêëàäåíèõ äî ìåõà-
í³÷íî¿ ñèñòåìè, íà â³äïîâ³äíèõ ïåðåì³ùåííÿõ. Íà ìåõàí³÷íó ñèñòåìó 
(ðèñ. 1.16) ä³þòü çîâí³øí³ ñèëè: ñèëà òÿæ³ííÿ âàíòàæó 1G


, íîðìàëüíà 

ðåàêö³ÿ ïîõèëî¿ ïëîùèíè 1N


, ñèëà òåðòÿ êîâçàííÿ òð1F


, ñèëà òÿæ³ííÿ 

íåðóõîìîãî áëîêó 2G


, ðåàêö³ÿ ï³äøèïíèêà ç³ ñâî¿ìè ñêëàäîâèìè 

2 2( , )X Y
 

, ñèëà òÿæ³ííÿ ðóõîìîãî áëîêó 3G


. Ñèëà 1N


 ðîáîòè íå âèêî-
íóº, îñê³ëüêè êóò ì³æ íàïðÿìêàìè ñèëè ³ ïåðåì³ùåííÿì 1s  äîð³âíþº 

90 . Ñèëè 2 2 2, ,G X Y
  

 - ðîáîòè íå âèêîíóþòü, îñê³ëüêè â òî÷ö³ 2C  â³ä-
ñóòí³ ë³í³éí³ ïåðåì³ùåííÿ. 

Îá÷èñëþºìî ðîáîòó ðåøòó ñèë ïðè ïåðåì³ùåíí³ âàíòàæó 1 íà 
âåëè÷èíó 1s . Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî ïåðåì³ùåííÿ îêðåìèõ òî-
÷îê ò³ë 2, 3 (ðèñ. 1.16), ÿê³ çâ�ÿçàí³ ì³æ ñîáîþ òàêèìè ð³âíîñòÿìè:  

1K L Ms s s s   , 
3

3 3
1

3 3 3 3
C M

r rs s s
R r R r

 
 

. 

Òîä³ ðîáîòó çîâí³øí³õ ñèë äëÿ îêðåìèõ ò³ë çàïèøåìî òàê : 

1 1 1 1 1sin sinGA G s m g s    ; 
1 1 1 1 1cos cos

TFA fG s fm gs     ; 

3 3

3
3 3 1

3 3
G C

rA G s m g s
R r

     


. 

Ñóìàðíà ðîáîòà çîâí³øí³õ ñèë ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè ÷èñëîâèõ äàíèõ 
â çàëåæíîñò³ â³ä ïåðåì³ùåííÿ s1 äîð³âíþº: 

1 òð1 3

3
1 1 3 1

3 3

(sin cos )G F G
rA A A A m g f s m g s

R r
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ïðFA - ðîáîòà ñèëè ïðóæíîñò³ ïðóæèíè, ÿêà íà ï³äñòàâ³ ôîðìóëè (1.21) 

çà â³äñóòíîñò³ ïî÷àòêîâî¿ äåôîðìàö³¿ äîð³âíþº  

ïð

2
max2F

cA x  ; 

NA  - ðîáîòà ðåàêö³¿ N äîð³âíþº íóëåâ³ , îñê³ëüêè íàïðÿì ¿¿ ä³¿ º ïåð-
ïåíäèêóëÿðíèì äî íàïðÿìêó ðóõó ò³ëà. 

Îá÷èñëèìî âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî ñòèñêó ïðóæèíè maxx . Âè-
õîäÿ÷è ç çàïèñàíîãî âèùå ð³âíÿííÿ ç óðàõóâàííÿì âèðàç³â äëÿ ðîá³ò 
ñèë, à òàêîæ, ïðèéìàþ÷è äî óâàãè, ùî ïðè ìàêñèìàëüíîìó ñòèñêó 
ïðóæèíè øâèäê³ñòü Ev  ò³ëà â ïîëîæåíí³ E  äîð³âíþº íóëåâ³ ( 0)Ev  , 

áóäåìî ìàòè 
2

2
max max(sin 45 cos 45 )

2 2
Bmv cmg f x x      

àáî 
2 2
max max2 (sin 45 cos 45 ) 0.B

mg mx f x v
c c

      

Ï³äñòàâèìî ÷èñëîâ³ äàí³ òà îäåðæèìî 
2 2
max max2 2

0,7 9,81 0,7
2 (sin 45 0,3 cos 45 ) 7,5 0

100 100
x x

       . 

Çâ³äñè ï³ñëÿ îá÷èñëåíü ìàºìî 
2 2 4
max max0,068 10 39,375 10 0x x      . 

Êîðåí³ öüîãî ð³âíÿííÿ: 
2 2

max1,2 0,034 10 6, 275 10x       

Îñê³ëüêè íàéá³ëüøèé ñòèñê ïðóæèíè íå ìîæå áóòè â³ä�ºìíèì, òî 
â³çüìåìî äîäàòíèé êîð³íü 

2 2 2
max 0,034 10 6, 275 10 6,309 10 ì 6,31 ñìx          . 
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Çàäà÷à 3. Äîñë³äæåííÿ ðóõó ñèñòåìè òâåðäèõ ò³ë çà äîïîìîãîþ òåî-
ðåìè ïðî çì³íó ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ 

 
Òåîðåòè÷íà äîâ³äêà. Ê³íåòè÷íîþ åíåðã³ºþ ìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè 

íàçèâàþòü ñêàëÿðíó âåëè÷èíó, ùî äîð³âíþº ñóì³ ê³íåòè÷íèõ åíåðã³é 
óñ³õ òî÷îê ñèñòåìè 

2

2
i i

i

m vT  ,                                        (1.24) 

äå mi , vi � ìàñà òà øâèäê³ñòü i � î¿ òî÷êè ñèñòåìè. 
ßêùî ñèñòåìà ñêëàäàºòüñÿ ç äåê³ëüêîõ ò³ë, òî ¿¿ ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ 

äîð³âíþº ñóì³ ê³íåòè÷íèõ åíåðã³é öèõ ò³ë 

k
k

T T  .                                    (1.25) 

Ï³ä ÷àñ ïîñòóïàëüíîãî ðóõó òâåðäîãî ò³ëà éîãî ê³íåòè÷íó åíåð-
ã³þ âèçíà÷àþòü çà ôîðìóëîþ 

21

2 CT mv  ,                                          (1.26) 

äå m, Cv  � ìàñà òâåðäîãî ò³ëà òà øâèäê³ñòü éîãî öåíòðà ìàñ. 
Ï³ä ÷àñ îáåðòàëüíîãî ðóõó òâåðäîãî ò³ëà íàâêîëî äåÿêî¿ îñ³ ç êó-

òîâîþ øâèäê³ñòþ   éîãî ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ äîð³âíþº 
21

2 zT I   ,                             (1.27) 

äå zI - ìîìåíò ³íåðö³¿ ò³ëà â³äíîñíî îñ³ îáåðòàííÿ. 
Ï³ä ÷àñ ïëîñêîïàðàëåëüíîãî ðóõó òâåðäîãî ò³ëà ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ 

ñêëàäàºòüñÿ ç ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ ïîñòóïàëüíîãî ðóõó ò³ëà ç³ øâèäê³ñòþ 
Cv  öåíòðà ìàñ C  ³ ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ îáåðòàëüíîãî ðóõó íàâêîëî îñ³ 

Cz , ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð ìàñ, ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ïëîùèíè ðó-
õó ò³ëà, ³ äîð³âíþº 

2 21 1

2 2C CzT mv I   ,                           (1.28) 

äå m  � ìàñà ò³ëà; CzI - ìîìåíò ³íåðö³¿ ò³ëà â³äíîñíî öåíòðàëüíî¿ îñ³, 
ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð ìàñ ò³ëà;  - êóòîâà øâèäê³ñòü îáåðòàííÿ 
ò³ëà ï³ä ÷àñ ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ðóõó. 
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2

2
2 2

1

2 CT I  , 

äå 
2

2
2 2

1

2CI m R - ìîìåíò ³íåðö³¿ áëîêà â³äíîñíî îñ³ îáåðòàííÿ. Ç ðèñ. 

1.16 âèäíî, ùî ë³í³éíà øâèäê³ñòü ó òî÷ö³ Ê äîð³âíþº 2 2Kv R , à 

1Kv v . Òîä³ êóòîâà øâèäê³ñòü 1
2

2

v
R

   ³: 

2
2 21

2 2 2 2 12
2

1 1

4 4

vT m R m v
R

  . 

Ðóõîìèé áëîê 3 çä³éñíþº ïëîñêîïàðàëåëüíèé ðóõ, òîìó éîãî ê³-
íåòè÷íà åíåðã³ÿ äîð³âíþº 

3 3

2 2
3 3 3

1 1

2 2C CT m v I   , 

äå 
3CI - ìîìåíò ³íåðö³¿ áëîêà 3 â³äíîñíî îñ³, ÿêà ïåðïåíäèêóëÿðíà äî 

ïëîùèíè ðóõó áëîêà ³ ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð ìàñ Ñ3, ÿêèé çà â³äîìèì 
ðàä³óñîì ³íåðö³¿ áëîêà äîð³âíþº: 

3

2
3 3CI m i ; 

3 3,Cv   - â³äïîâ³äíî øâè-
äê³ñòü öåíòðà ìàñ ³ êóòîâà øâèäê³ñòü áëîêà 3. Äëÿ âèçíà÷åííÿ öèõ âå-
ëè÷èí âèêîðèñòàºìî òå, ùî òî÷êà 

3vC  º ìèòòºâèì öåíòðîì øâèäêî-
ñòåé, à òàêîæ çàëåæíîñò³ ì³æ ë³í³éíèìè øâèäêîñòÿìè ³ êóòîâèìè 
øâèäêîñòÿìè ò³ë 2 ³ 3 (ðèñ. 1.16):  

1K L Mv v v v   , 
3

3 3
1

3 3 3 3
C M

r rv v v
R r R r

 
 

, 1
3

3 3 3 3

Mv v
R r R r

  
 

. 

Óðàõîâóþ÷è ö³ ñï³ââ³äíîøåííÿ, çíàõîäèìî: 
2 2

2 2 2 23 3 31
3 3 1 3 3 3 12

3 3 3 3 3 3

1 1 1
( ) ( )

2 2 2 ( )

r r ivT m v m i m v
R r R r R r


  

  
. 

Ñóìàðíà ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ ñèñòåìè ç óðàõóâàííÿì ÷èñëîâèõ äà-
íèõ äîð³âíþº: 
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1.16) ïî÷èíàº ðóõàòèñü ç³ ñòàíó ñïîêîþ (Ò0=0), òî ð³âí³ñòü (1.34) íàáó-
âàº âèãëÿäó 

3

1

e
k

k
T A



 , 

äå Ò - ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ ñèñòåìè â ê³íöåâîìó ¿¿ ïîëîæåíí³; e
kA - ðîáîòà 

çîâí³øí³õ ñèë, ïðèêëàäåíèõ äî k  -ãî ò³ëà, íà âèêëèêàíîìó öèìè ñèëà-
ìè ïåðåì³ùåí³ ò³ëà. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ðèñ. 1.16 
 
2. Âèçíà÷àºìî ê³íåòè÷íó åíåðã³þ âñ³º¿ ñèñòåìè â ê³íöåâîìó ïî-

ëîæåíí³, ÿêà äîð³âíþº ñóì³ ê³íåòè÷íèõ åíåðã³é îêðåìèõ ò³ë: 
1 2 3T T T T   , 

äå 1 2 3, ,T T T - ê³íåòè÷í³ åíåðã³¿ â³äïîâ³äíî âàíòàæó 1, ðóõîìîãî áëîêà 
2, ðóõîìîãî áëîêà 3. 

Óðàõîâóþ÷è ìàñó ò³ëà 1, ÿêà çíà÷íî á³ëüøà â³ä ìàñè ò³ëà 3, ³ âå-
ëèêèé êóò íàõèëó ïëîùèíè ðóõó âàíòàæó 1, ìîæíà ââàæàòè, ùî âàí-
òàæ 1 ïåðåì³ùóºòüñÿ âíèç. 

Âàíòàæ 1 çä³éñíþº ïîñòóïàëüíèé ïðÿìîë³í³éíèé ðóõ ç³ øâèäê³ñ-
òþ 1v , òîìó éîãî ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ äîð³âíþº  

2
1 1

1 2

m vT  . 

Áëîê 2 çä³éñíþº îáåðòàëüíèé ðóõ ç êóòîâîþ øâèäê³ñòþ 2 , òîìó 
éîãî ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ äîð³âíþº 
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Òåîðåìà ïðî çì³íó ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ ñèñòåìè 
Çì³íà ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ ìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè íà äåÿêîìó ¿¿ ïåðå-

ì³ùåíí³ äîð³âíþº ñóì³ ðîá³ò óñ³õ çîâí³øí³õ ³ âíóòð³øí³õ ñèë, ùî ä³þòü 
íà ñèñòåìó, ï³ä ÷àñ öüîãî ïåðåì³ùåííÿ: 

0
e i
k k

k k
T T A A    ,                                     (1.29) 

äå 0 1,T T - â³äïîâ³äíî ïî÷àòêîâà ³ ê³íöåâà ê³íåòè÷í³ åíåðã³¿ ñèñòåìè; 

,e i
k kA A  - â³äïîâ³äíî ðîáîòà çîâí³øí³õ òà âíóòð³øí³õ ñèë, ïðèêëàäåíèõ 

äî òî÷îê ñèñòåìè. 
Ó âèïàäêó òâåðäîãî ò³ëà, êîëè ñóìà ðîá³ò âíóòð³øí³õ ñèë íà äî-

â³ëüíîìó ïåðåì³ùåí³ äîð³âíþº íóëþ, ç ð³âíîñò³ (1.33) âèïëèâàº òåîðå-
ìà ïðî çì³íó ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ àáñîëþòíî òâåðäîãî ò³ëà 

0
e
k

k
T T A  .                                       (1.30) 

Ðîáîòà ñèë, ùî ä³þòü íà òâåðäå ò³ëî 
Ðîáîòó ñèë îá÷èñëþþòü çà òèìè ñàìèìè ôîðìóëàìè, ùî é äëÿ 

ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè. Ó ðàç³ òâåðäîãî ò³ëà ðîçãëÿíåìî äîäàòêîâ³ âèïàä-
êè. 

à). Ðîáîòó ñèëè òÿæ³ííÿ, ùî ä³º íà òâåðäå ò³ëî, îá÷èñëþþòü 
ÿê ðîáîòó ð³âíîä³éíî¿ G  ñèë òÿæ³ííÿ ò³ëà íà ïåðåì³ùåíí³ öåíòðà òÿ-
æ³ííÿ (÷è öåíòðà ìàñ) ò³ëà, òîáòî 

CA Gh  ,                                              (1.31) 

äå Ch - âåðòèêàëüíå ïåðåì³ùåííÿ öåíòðà òÿæ³ííÿ (÷è öåíòðà ìàñ) òâåð-
äîãî ò³ëà. 

á). Ðîáîòó ìîìåíòó zM , ïðèêëàäåíîãî äî ò³ëà ïðè îáåðòàëüíî-
ìó ðóñ³ íàâêîëî îñ³ z , âèçíà÷àþòü çà ôîðìóëîþ 

0

zA M d


                                               (1.32) 

äå d  - åëåìåíòàðíèé êóò ïîâîðîòó ò³ëà;  - êóò, ùî âèçíà÷àº ê³íöåâå 
ïîëîæåííÿ ò³ëà. 

Ó âèïàäêó ñòàëîãî ìîìåíòó zM const  

zA M  .                                      (1.33) 

Ðîáîòà ìîìåíòó zM  äîäàòíà, êîëè íàïðÿì ä³¿ ìîìåíòó ³ êóòà ïî-
âîðîòó çá³ãàþòüñÿ.  
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â). Ðîáîòà ñèë òåðòÿ, ùî ä³þòü íà ò³ëî êî÷åííÿ. ßêùî ò³ëî êî-
÷åííÿ (êîòîê) êîòèòüñÿ ïî äåÿê³é ïîâåðõí³ áåç ïðîêîâçóâàííÿ, òî â òî-
÷ö³ ¿õ äîòèêó âèíèêàþòü: ñèëà òåðòÿ òðF ; íîðìàëüíà ðåàêö³ÿ ïîâåðõí³ 

N  òà ìîìåíò îïîðó êî÷åííþ êM , ùî äîð³âíþº 

êM N ,                                          (1.34)  

äå  - êîåô³ö³ºíò òåðòÿ êî÷åííÿ, ðîçì³ðí³ñòü ÿêîãî ñì (÷è ì).  
Äëÿ ò³ëà êî÷åííÿ òî÷êà äîòèêó ç ïîâåðõíåþ º ìèòòºâèì öåíòðîì 

øâèäêîñòåé, ÷åðåç ÿêèé ïðîõîäÿòü ë³í³¿ ä³¿ ñèë òðF  ³ N . Ðîáîòà öèõ 

ñèë íà áóäü-ÿêèõ ïåðåì³ùåííÿõ ò³ëà äîð³âíþº íóëþ: 
òð

0FA  ; 0NA  . 

Ðîáîòó ìîìåíòó îïîðó êî÷åííþ êM îá÷èñëþþòü çà ôîðìóëîþ (1.32) 

÷è (1.33). 
Çàóâàæèìî, ùî ìàº ì³ñöå òàêå òâåðäæåííÿ: ðîáîòà ñèë, ïðèêëà-

äåíèõ äî ìèòòºâîãî öåíòðà øâèäêîñòåé, äîð³âíþº íóëåâ³. 
Ïðèêëàä 3.1. Ñèñòåìà òâåðäèõ 

ò³ë (ðèñ. 1.13) ñêëàäàºòüñÿ ç ò³ëà 1 
ìàñîþ m1=9 êã, öèë³íäðè÷íîãî ñóö³-
ëüíîãî ò³ëà 2 ìàñîþ m2=2 êã ³ ñòóï³-
í÷àñòîãî öèë³íäðè÷íîãî ò³ëà 3 ìà-
ñîþ m3=3 êã. Á³ëüøèé ðàä³óñ ò³ëà 3 
äîð³âíþº R3=0,4 ì, ìåíøèé � r3=0,2 
ì, à éîãî ðàä³óñ ³íåðö³¿ 3i =0,28 ì. 
Ò³ëà ïðèêð³ïëåí³ äî áëîêà 3 çà äî-
ïîìîãîþ íåðîçòÿæíèõ íåâàãîìèõ 
íèòîê. 

Ðèñ. 1.13 
Ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ñèñòåìà ïåðåáóâàº â ñòàí³ ñïîêîþ. Â 

ìîìåíò ðóõó ñèñòåìè íà íå¿ ä³þòü ñèëè òÿæ³ííÿ. Êð³ì òîãî íà ò³ëî 2, 
ùî ðóõàºòüñÿ áåç ïðîêîâçóâàííÿ ïî íàõèëåí³é ïëîùèí³ ï³ä êóòîì 

30    äî ãîðèçîíòó, ä³º ñèëà òåðòÿ êî÷åííÿ òà ìîìåíò òåðòÿ êî÷åííÿ, 
êîåô³ö³ºíò òåðòÿ êî÷åííÿ 0,015ì  . 

Âèçíà÷èòè øâèäêîñò³ 1v  ³ ïðèñêîðåííÿ à1  ò³ëà 1 ïðè éîãî ïåðå-
ì³ùåíí³ íà âåëè÷èíó 1s = 0,5 ñì. 

Ïëàí ðîçâ�ÿçóâàííÿ çàäà÷³ 
1. Çàïèñàòè ôîðìóëó, ùî âèðàæàº òåîðåìó ïðî çì³íó ê³íåòè÷íî¿ 

åíåðã³¿ ñèñòåìè. 
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1 1 2

ì
4,34

ñ
a v  . 

Ïðèêëàä 3.2. Ñèñòåìà òâåðäèõ ò³ë (ðèñ. 1.15) ñêëàäàºòüñÿ ç: âàí-
òàæó 1 ìàñîþ m1=12 êã, ùî ïåðåì³ùóºòüñÿ âíèç ïî ïîõèë³é øîðñòê³é 
ïëîùèí³ ï³ä êóòîì 60    äî ãîðèçîíòó (êîåô³ö³ºíò òåðòÿ ì³æ âàíòà-
æåì ³ ïëîùèíîþ f=0,1); öèë³íäðè÷íîãî ñóö³ëüíîãî áëîêó 2 ìàñîþ 
m2=3 êã òà ðàä³óñîì R2=0,3 ì, ùî îáåðòàºòüñÿ íàâêîëî íåðóõîìî¿ îïî-
ðè Ñ2; öèë³íäðè÷íîãî äâîñòóï³í÷àñòîãî ðóõîìîãî áëîêó 3 ìàñîþ m3=5 
êã, á³ëüøèé ðàä³óñ ÿêîãî äîð³âíþº R3=0,45 ì, à ìåíøèé 3 0, 25 ìr   òà 
ðàä³óñîì ³íåðö³¿ áëîêà 3 0,34ìi  . 

Ò³ëà ç�ºäíàí³ ì³æ ñîáîþ 
çà äîïîìîãîþ íåðîçòÿæíèõ 
íåâàãîìèõ íèòîê. Ó ïî÷àòêî-
âèé ìîìåíò ÷àñó ìåõàí³÷íà 
ñèñòåìà íåðóõîìà. 

Íåõòóþ÷è ðîáîòîþ ìî-
ìåíòó îïîðó êî÷åííþ, âèçíà-
÷èòè øâèäê³ñòü 1v  ³ ïðèñêî-
ðåííÿ à1 âàíòàæó 1 ï³ä ÷àñ ïî-
äîëàííÿ íèì â³äñòàí³ s1=0,6ì. 

 
Ðèñ. 1.15 

 
Ïëàí ðîçâ�ÿçóâàííÿ çàäà÷³ 

1. Çàïèñàòè ôîðìóëó, ùî âèðàæàº òåîðåìó ïðî çì³íó ê³íåòè÷íî¿ 
åíåðã³¿ ñèñòåìè. 

2. Âèçíà÷èòè ê³íåòè÷íó åíåðã³þ îêðåìèõ ò³ë òà ñèñòåìè çàãàëîì 
ó ïî÷àòêîâîìó òà ê³íöåâîìó ¿¿ ïîëîæåííÿõ.  

3. Âèçíà÷èòè ðîáîòó çîâí³øí³õ ñèë, ïðèêëàäåíèõ äî îêðåìèõ ò³ë 
ñèñòåìè, íà âèêëèêàíèõ öèìè ñèëàìè ïåðåì³ùåííÿõ ò³ë òà çàïèñàòè 
ñóìàðíó ðîáîòó çîâí³øí³õ ñèë.  

4. Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ, ùî âèðàæàº òåîðåìó ïðî çì³íó ê³-
íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ ñèñòåìè, çàïèñàòè ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ïîòð³áíî¿ 
âåëè÷èíè. 

Ðîçâ�ÿçóâàííÿ 
1. Çàïèñóºìî âèðàç, ùî îïèñóº òåîðåìó ïðî çì³íó ê³íåòè÷íî¿ 

åíåðã³¿ äëÿ ñèñòåìè òâåðäèõ ò³ë . Îñê³ëüêè ìåõàí³÷íà ñèñòåìà (ðèñ. 
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1Ks s  , 3 3
1

3 3
K K

R Rs s s
r r  , 3

1
3

M L K
Rs s s s
r

   , 

2

3
1

3

1 1

2 2C M
Rs s s
r

  , 3
2 1

2 2 3

1

2 2
M Rs s
R R r

   . 

Òîä³ âðàçè ðîáîòè çîâí³øí³õ ñèë äëÿ îêðåìèõ ò³ë çàïèøåìî òàê : 

1 1 1 1 1GA G s m gs  ; 
2 2

3
2 2 1

3

sin 0,5 sinG C
RA G s m g s
r

       ; 

2

3
2 2 2 2 2 1

2 3

cos 0,5 cos
KM

RA N G m g s
R r
             . 

Ñóìàðíà ðîáîòà çîâí³øí³õ ñèë ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè ÷èñëîâèõ äàíèõ 
çàëåæíî â³ä ïåðåì³ùåííÿ s1 äîð³âíþº 

1 2 2

3
1 1 2 1

2 3

3
1 2 1

2 3

1 1

0,5 (sin cos )

0,5 (sin cos )

0,015 0, 4
9,81 9 0,5 2(sin 30 cos30 ) 77,6

0,3 0, 2

KG G M
RA A A A m gs m g s

R r

Rg m m s
R r

s s


 

 

      

 
    

 
      
 

 

 

ßêùî ï³äñòàâèòè çíà÷åííÿ ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ ³ ðîáîòè çîâí³øí³õ 
ñèë ó ð³âí³ñòü (1.30), ÿêà âèðàæàº òåîðåìó ïðî çì³íó ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿, 
³ âðàõóâàòè, ùî 0 0T  , òî îäåðæèìî 

2
1 18,94 77,6v s . 

4. Âèçíà÷àºìî øâèäê³ñòü 1v  ³ ïðèñêîðåííÿ à1 ò³ëà 1 ïðè éîãî ïå-
ðåì³ùåíí³ 1 0,5ìs  . 

Ç îñòàííüî¿ ð³âíîñò³ ìàºìî 

1 1

77,6 77,6 ì
0,5 2,08

8,94 8,94 ñ
v s    . 

Äèôåðåíö³þþ÷è öþ æ îñòàííþ ð³âí³ñòü çà ÷àñîì, îäåðæèìî: 
1 1 18,94 2 77,6v v v   , 

çâ³äñè 

 27 

2. Âèçíà÷èòè ê³íåòè÷íó åíåðã³þ îêðåìèõ ò³ë òà ñèñòåìè çàãàëîì 
ó ïî÷àòêîâîìó òà ê³íöåâîìó ¿¿ ïîëîæåííÿõ.  

3. Âèçíà÷èòè ðîáîòó çîâí³øí³õ ñèë, ïðèêëàäåíèõ äî îêðåìèõ ò³ë 
ñèñòåìè, íà âèêëèêàíèõ öèìè ñèëàìè ïåðåì³ùåííÿõ ò³ë òà çàïèñàòè 
ñóìàðíó ðîáîòó çîâí³øí³õ ñèë.  

4. Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ, ùî âèðàæàº òåîðåìó ïðî çì³íó ê³-
íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ ñèñòåìè, çàïèñàòè ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ïîòð³áíî¿ 
âåëè÷èíè. 

Ðîçâ�ÿçóâàííÿ 
1. Çàïèñóºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ, ùî âèðàæàº òåîðåìó ïðî çì³íó ê³-

íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ äëÿ ñèñòåìè òâåðäèõ ò³ë ç óðàõóâàííÿì ïåðåáóâàííÿ ¿¿ 
â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó â ñòàí³ ñïîêîþ (Ò0=0). Òîä³ ç ð³âíîñò³ (1.34) 
áóäåìî ìàòè  

3

1

e
k

k
T A



 , 

äå Ò � ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ ñèñòåìè â ê³íöåâîìó ¿¿ ïîëîæåíí³; e
kA - ðîáîòà 

çîâí³øí³õ ñèë, ïðèêëàäåíèõ äî k �ãî ò³ëà, íà âèêëèêàíîìó öèìè ñèëà-
ìè ïåðåì³ùåíí³ ò³ëà. 

2. Âèçíà÷àºìî ê³íåòè÷íó åíåðã³þ ñèñòåìè â ê³íöåâîìó ïîëîæåí-
í³, ÿêà äîð³âíþº ñóì³ ê³íåòè÷íèõ åíåðã³é îêðåìèõ ò³ë ñèñòåìè 

1 2 3T T T T   , 

äå Ò1 � ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ ò³ëà 1, Ò2 � ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ ò³ëà êî÷åííÿ 2 ³ 
Ò3  � ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ ò³ëà 3 (øàðí³ðíî îïåðòîãî áëîêó)  

Âðàõîâóþ÷è ìàñè ò³ë ³ êóò íàõèëó ïëîùèíè ðóõó ò³ëà 2, ìîæíà 
òâåðäèòè, ùî ò³ëî 1 ïåðåì³ùóºòüñÿ âåðòèêàëüíî âíèç. 

Ò³ëî 1 çä³éñíþº ïîñòóïàëüíèé ðóõ ç³ øâèäê³ñòþ 1v , òîìó éîãî 
ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ äîð³âíþº  

2
1 1 1

1

2
T m v . 

Ò³ëî 3 çä³éñíþº îáåðòàëüíèé ðóõ ç êóòîâîþ øâèäê³ñòþ 3 , òîìó 
éîãî ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ äîð³âíþº 

3

2
3 3

1

2 CT I  , 

äå 
3CI  - ìîìåíò ³íåðö³¿ ò³ëà 3 â³äíîñíî îñ³ îáåðòàííÿ, ÿêèé çà â³äîìèì 

ðàä³óñîì ³íåðö³¿ ò³ëà 3i  âèçíà÷àºìî çà ôîðìóëîþ 
3

2
3 3CI m i . Ç ðèñ. 
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1.14 âèäíî, ùî ë³í³éíà øâèäê³ñòü â òî÷ö³ K   ò³ëà äîð³âíþº 3 3Kv r  , 

à 1Kv v  , ³ êóòîâà øâèäê³ñòü ò³ëà 3 1
3

3

v
r

  . Òîä³ áóäåìî ìàòè  

2 2
2 23 31

3 3 3 12 2
3 3

1

2 2

m ivT m i v
r r

  . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ðèñ. 1.14 
 

Ò³ëî 2 çä³éñíþº ïëîñêîïàðàëåëüíèé ðóõ, òîìó éîãî ê³íåòè÷íà 
åíåðã³ÿ äîð³âíþº  

2 2

2 2
2 2 2

1 1

2 2C CT m v I   , 

äå 
2

2
2 20,5CI m R  - ìîìåíò ³íåðö³¿ ò³ëà 2 â³äíîñíî îñ³, ÿêà ïåðïåíäèêó-

ëÿðíà äî ïëîùèíè ðóõó ò³ëà ³ ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð ìàñ Ñ2 ò³ëà (R2 - 
ðàä³óñ ò³ëà); 

2 2,Cv   - â³äïîâ³äíî øâèäê³ñòü öåíòðà ìàñ ³ êóòîâà øâèä-
ê³ñòü ò³ëà 2. Äëÿ âèçíà÷åííÿ öèõ âåëè÷èí âèêîðèñòàºìî òå, ùî òî÷êà 

2vC  º ìèòòºâèì öåíòðîì øâèäêîñòåé, à òàêîæ çàëåæíîñò³ ì³æ ë³í³éíè-
ìè øâèäêîñòÿìè òî÷îê ³ êóòîâèìè øâèäêîñòÿìè ò³ë 2 ³ 3 (ðèñ. 1.14):  
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2Mv v , 2 3 3v R , 1
3

3

v
r

  , 3
2

3
M

Rv v
r

 , 2 22Mv R  , 

3
2 2

2 2 3

1

2 2
M Rv v
R R r

   ,
2

3
2 2 1

3

1

2C
Rv R v
r

  . 

Òîä³ áóäåìî ìàòè: 
2

2 2 2 23 3 3
2 1 2 2 1 2 12

3 2 3 3

1 1 1 1 3
( ) ( )

2 2 4 2 16

R R RT m v m R v m v
r R r r

   . 

Ñóìàðíà ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ ñèñòåìè ç âðàõóâàííÿì ÷èñëîâèõ äà-
íèõ äîð³âíþº: 

2 2
2 2 23 3

1 2 3 1 1 2 1 3 12 2
3 3

2 2
23 3

1 2 3 12 2
3 3

2 2
2 2
1 12 2

1 3 1

2 16 2

1 3
( )

2 8

1 3 0, 4 0, 28
(9 2 3) 8,94 .

2 8 0, 2 0, 2

R iT T T T m v m v m v
r r

R im m m v
r r

v v

      

   

      

 

3. Âèçíà÷àºìî ðîáîòó âñ³õ çîâí³øí³õ ñèë, ïðèêëàäåíèõ äî ñèñòå-
ìè, íà â³äïîâ³äíèõ ïåðåì³ùåííÿõ. Íà ñèñòåìó (ðèñ. 1.14) ä³þòü çîâí³-
øí³ ñèëè: ñèëà òÿæ³ííÿ ïåðøîãî ò³ëà 1G


, ñèëà òÿæ³ííÿ äðóãîãî ò³ëà 

2G


, íîðìàëüíà ðåàêö³ÿ ïîõèëî¿ ïëîùèíè 2N


, ñèëà òåðòÿ òð2F


, ìîìåíò 

îïîðó êî÷åííþ ê2M , ñèëà òÿæ³ííÿ òðåòüîãî ò³ëà 3G


, ðåàêö³ÿ ï³äøèï-

íèêà ç³ ñâî¿ìè ñêëàäîâèìè 3 3( , )X Y
 

. Ñèëè 2 òð2,N F
 

 ðîáîòè íå âèêîíó-
þòü, îñê³ëüêè ïðèêëàäåí³ äî ìèòòºâîãî öåíòðà øâèäêîñòåé. Ñèëè 

3 3 3, ,G X Y
  

 ðîáîòè íå âèêîíóþòü, îñê³ëüêè ïðèêëàäåí³ äî òî÷êè Ñ3, äå 
â³äñóòí³ ë³í³éí³ ïåðåì³ùåííÿ. 

Îá÷èñëþºìî ðîáîòó ðåøòó ñèë ïðè ïåðåì³ùåí³ ò³ëà 1 ñèñòåìè íà 
âåëè÷èíó s1. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî ïåðåì³ùåííÿ îêðåìèõ òî-
÷îê ò³ë 2, 3 òà êóò ïîâîðîòó 2  ò³ëà 2 (ðèñ. 1.14), ÿê³ çâ�ÿçàí³ ì³æ ñî-
áîþ òàêèìè ð³âíîñòÿìè:  


