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ÄÄÄëÿ

 
 
 
 

Çàãàëüí³ âêàç³âêè 
Ïåðåä âèêîíàííÿì êîíòðîëüíî¿ ðîáîòè ñë³ä îïðàöþâàòè 

íåáõ³äíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåð³àë ìàòåð³àë, âèêîðèñòàâøè 
ðåêîìåíäîâàíó ë³òåðàòóðó. Ï³ñëÿ âèâ÷åííÿ ìàòåð³àëó òà 
îçíàéîìëåííÿ ç ïðèêëàäàìè, ìîæíà ïðèñòóïàòè äî âèêîíàííÿ 
êîíòðîëüíî¿ ðîáîòè.  

Âàð³àíò êîíòðîëüíîãî çàâäàííÿ âèçíà÷àºòüñÿ çà äâîìà 
îñòàíí³ìè öèôðàìè øèôðà (íîìåðà îñîáîâî¿ ñïðàâè). 
Íàïðèêëàä, ñëóõà÷, ÿêèé ìàº øèôð 485, âèêîíóº âàð³àíò 85, 
ÿêèé ìàº øèôð 1003 - 03, ³ ò.ä. 

Íîìåðè çàâäàíü, ÿê³ ïîâèíåí ðîçâ�ÿçàòè ñëóõà÷ ó 
â³äïîâ³äíîñò³ ç³ ñâî¿ì âàð³àíòîì, íàâåäåí³ â òàáë. 1. 

Ïðè âèêîíàíí³ êîíòðîëüíèõ ðîá³ò íåîáõ³äíî 
äîòðèìóâàòèñÿ òàêèõ âèìîã: êîíòðîëüíà ðîáîòà âèêîíóºòüñÿ 
â îêðåìîìó çîøèò³ â êë³òèíêó ç ïîëÿìè ñèí³ì àáî ô³îëåòîâèì 
÷îðíèëîì àêóðàòíèì ïî÷åðêîì. Íà îáêëàäèíö³ çîøèòà 
âêàçóþòü: ïð³çâèùå, ³ì'ÿ, ïî áàòüêîâ³, íîìåð îñîáîâî¿ ñïðàâè 
(øèôð), íàéìåíóâàííÿ ïðåäìåòà, íîìåð êîíòðîëüíî¿ ðîáîòè, 
íîìåð âàð³àíòà, äàòó â³äïðàâëåííÿ ³ òî÷íó ïîøòîâó àäðåñó 
ñëóõà÷à. Äëÿ ïîçíà÷îê ³ çàóâàæåíü âèêëàäà÷à íåîáõ³äíî 
çàëèøàòè äîñòàòí³é ³íòåðâàë ì³æ ðÿäêàìè ³ ïîëÿ íà ñòîð³íêàõ. 
Êîæíó çàäà÷ó ïîòð³áíî ïî÷èíàòè ç íîâî¿ ñòîð³íêè ³ 
ñóïðîâîäæóâàòè ïîÿñíåííÿìè. Òåêñò óìîâè çàäà÷³ 
îáîâ�ÿçêîâî ïåðåïèñóâàòè. Ó ê³íö³ çîøèòà ïîòð³áíî çàëèøèòè 
÷èñòèìè äåê³ëüêà ñòîð³íîê äëÿ ðåöåíç³¿. 

Êîíòðîëüí³ ðîáîòè, âèêîíàí³ ç ïîðóøåííÿì öèõ âèìîã, 
íå â ïîâíîìó îáñÿç³, ÷è ó íåâ³äïîâ³äíîñò³ ³ç âàð³àíòîì, íå 
ïåðåâ³ðÿþòüñÿ òà îö³íþþòüñÿ �íå çàðàõîâàíî�. 

Îòðèìàâøè ïåðåâ³ðåíó ðîáîòó, âàðòî óâàæíî ïðî÷èòàòè 
ðåöåíç³þ ³ âñ³ çàóâàæåííÿ âèêëàäà÷à, çâåðíóòè óâàãó íà 
ïîìèëêè ³ äîîïðàöþâàòè ìàòåð³àë. Íå çàðàõîâàíó ðîáîòó 
ïîòð³áíî ïåðåðîáèòè, ïîâí³ñòþ àáî ÷àñòêîâî, çà âêàç³âêîþ 
âèêëàäà÷à. Ïåðåâ³ðåíà êîíòðîëüíà ðîáîòà ïîâèííà áóòè 
íàÿâíîþ ïðè çäà÷³ ³ñïèòó. 
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120. Äàíî âèïàäêîâó âåëè÷èíó Õ: 
Õ 1 3 7 8 11 13 
Ðõ³ 0,1 0,2 0,2 0,3 0,1 0,1 
Çíàéòè ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ ³ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå 
â³äõèëåííÿ ö³º¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè. 
 
 

Ë³òåðàòóðà. 
 

1. Â.Ï.Îâ÷èííèêîâ, Ô.Ï.ßðåì÷óê, Â.Ì.Ìèõàéëåíêî. 
Âèùà ìàòåìàòèêà. (Â 2 ÷àñò.).-Ê.:Òåõí³êà, 2000. 

2. Â.Ï.Äóáîâèê, ².².Þðèê. Âèùà ìàòåìàòèêà. -
Ê.:À.Ñ.Ê., 2001.-648 ñ. 
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  Ïîäâ³éí³ ³íòåãðàëè 
 

Ïîäâ³éíèì ³íòåãðàëîì â³ä íåïåðåðâíî¿ ôóíêö³¿ ),( yxf  

ïî îáìåæåí³é çàìêíåí³é îáëàñò³ 2RD   íàçèâàºòüñÿ ÷èñëî: 
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òî â³äïîâ³äíèé ïîäâ³éíèé ³íòåãðàë îá÷èñëþºòüñÿ çà 
ôîðìóëîþ: 

  
D
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xy
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1

),(),(            (2) 

 
 

ßêùî îáëàñòü D  âèçíà÷àºòüñÿ íåð³âíîñòÿìè 
)()(, 21 yxydyc   , äå )(),( 21 yy   - íåïåðåðâí³ 

ôóíêö³¿ íà ],[ dc , òî 
 
 

114. Äàíî âèïàäêîâó âåëè÷èíó Õ: 
Õ 1 2 5 7 18 20 21 
Ðõ³ 0,4 0,2 0,1 0,1 0,05 0,05 0,1 
Çíàéòè ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ ³ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå 
â³äõèëåííÿ ö³º¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè. 
 

115. Äàíî äâ³ íåçàëåæí³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè 
 

Õ 2 3 5 
 Ðõ³ 0,1 0,5 0,4 

Y 1 2 6 
Ðõ³ 0,1 0,5 0,4 
Çíàéòè Ì(Õ-3Y), Ä(Õ+2Y) . 
 

116. Äàíî âèïàäêîâó âåëè÷èíó Õ: 
Õ 2 4 6 9 14 20 
Ðõ³ 0,1 0,2 0,05 0,05 0,1 0,5 
Çíàéòè ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ ³ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå 
â³äõèëåííÿ ö³º¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè. 
 
117. Äàíî äâ³ íåçàëåæí³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè 
Õ 2 4 9 
 Ðõ³ 0,1 0,7 0,2 
Y 1 2 5 
Ðõ³ 0,3 0,4 0,3 

 
Ïåðåâ³ðèòè ð³âí³ñòü Ä(2Õ-4Y)=4Ä(Õ)+16Ä(Y). 
 

118. Ïåðåâ³ðèòè ð³âí³ñòü Ì(Õ2-Õ)=Ì(Õ2)-Ì(Õ), ÿêùî 
âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ çàäàíà ðîçïîä³ëîì: 
Õ 1 2 3 8 
 Ðõ³ 0,2 0,3 0,2 0,3 

 
119. Äàíî âèïàäêîâó âåëè÷èíó Õ: 
Õ 3 6 7 9 10 12 
Ðõ³ 0,1 0,2 0,2 0,1 0,1 0,3 
Çíàéòè ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ Ì(Õ2). 
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1. Îá÷èñëèòè  

x

x yx

xdy
dx

2/
22
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108. Ïåðåâ³ðèòè ð³âí³ñòü Ä(Õ2-Õ)=Ä(Õ2)+Ä(Õ), ÿêùî 
âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ çàäàíà çàêîíîì ðîçïîä³ëó 
éìîâ³ðíîñòåé: 
Õ 1 2 3 
Ðõ³ 0,2 0,3 0,5 

 
109. Äàíî äâ³ íåçàëåæí³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè 
Õ 2 3 5 
 Ðõ³ 0,1 0,3 0,6 
Y 1 2 
Ðõ³ 0,3 0,7 
Ïåðåâ³ðèòè ð³âí³ñòü Ä(2Õ-3Y)=4Ä(Õ)+9Ä(Y). 
 

110. Ïåðåâ³ðèòè ð³âí³ñòü Ì(Õ2-Õ)=Ì(Õ2)-Ì(Õ), ÿêùî 
âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ çàäàíà ðîçïîä³ëîì: 
Õ 1 2 3 
 Ðõ³ 0,2 0,3 0,5 

 
111.  Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ çàäàíà ñâî¿ì çàêîíîì 
ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé: 
Õ 1 3 5 7 12 
Ðõ³ 0,3 0,2 0,1 0,1 0,2 
Ïåðåâ³ðèòè ð³âí³ñòü Ì(Õ2+Õ)=Ì(Õ2)+Ì(Õ). 
 

112. Äàíî âèïàäêîâó âåëè÷èíó Õ: 
Õ 1 2 5 9 11 12 
Ðõ³ 0,1 0,25 0,2 0,25 0,1 0,1 
Çíàéòè ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ ³ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå 
â³äõèëåííÿ ö³º¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè. 

 
113. Äàíî âèïàäêîâó âåëè÷èíó Õ: 
Õ 2 3 5 7 10 13 
Ðõ³ 0,1 0,3 0,2 0,1 0,2 0,1 
       
Çíàéòè ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ Ì(Õ2). 
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Çðîáèìî ðèñóíîê îáëàñò³ D : 
 
 

D
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Çà ôîðìóëîþ (3) îòðèìóºìî: 

dyy
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xydxdyI
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dyyyy  
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80
4
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2

0
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0
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3. Îá÷èñëèòè  
D

dxdyyx )( , äå îáëàñòü D îáìåæåíà 

ïðÿìèìè x=0, y=0, x+y=2. 
 
Çðîáèìî ðèñóíîê îáëàñò³ D. 
 
 
 

Çíàéòè ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ Ì(Õ2). 
 

103. Äàíî âèïàäêîâó âåëè÷èíó Õ: 
Õ 2 4 5 6 8 20 
Ðõ³ 0,4 0,25 0,2 0,05 0,05 0,05 
Çíàéòè ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ ³ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå 
â³äõèëåííÿ ö³º¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè. 

 
104. Äàíî äâ³ íåçàëåæí³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè 
Õ 2 3 4 
 Ðõ³ 0,3 0,2 0,5 
Y 1 2 3 
Ðõ³ 0,4 0,3 0,3 

 
 Çíàéòè Ä(2Õ-3Y). 

 
105.  Äàíî äâ³ íåçàëåæí³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè 
Õ 2 3 
 Ðõ³ 0,1 0,9 
Y 1 2 -1 
Ðõ³ 0,1 0,3 0,6 

 Çíàéòè Ì(2Õ-3Y), Ä(3Õ+Y) . 
 
 

106. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ çàäàíà ñâî¿ì çàêîíîì 
ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé: 

 
Õ 1 2 3 0 -1 
Ðõ³ 0,3 0,4 0,1 0,1 0,1 
Ïåðåâ³ðèòè ð³âí³ñòü Ì(Õ2+2Õ)=Ì(Õ2)+2Ì(Õ). 
 

107. Äàíî  âèïàäêîâó âåëè÷èíó Õ: 
Õ 1 2 3 
Ðõ³ 0,3 0,5 0,2 

 
Ïåðåâ³ðèòè ð³âí³ñòü Ä(Õ2-Õ)=Ä(Õ2)+Ä(Õ). 
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4. Îá÷èñëèòè  
D

dxdyyx 221 , äå D � êðóã 

122  yx . 
Ïåðåéäåìî äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò. Òîä³ 10   ,  20  , 

222 11  yx , à çàäàíèé ³íòåãðàë áóäå ìàòè âèãëÿä: 
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Çàâäàííÿ äëÿ êîíòðîëüíèõ ðîá³ò 
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93. Ñòåðæåíü äîâæèíîþ L ðîçëàìàíî â äâîõ íàâìàííÿ 
âèáðàíèõ òî÷êàõ. ×îìó äîð³âíþº éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî 
ç îäåðæàíèõ â³äð³çê³â ìîæíà ñêëàñòè òðèêóòíèê? 

94. Ìîíåòà ï³äêèäàºòüñÿ 10 ðàç³â. ßêà éìîâ³ðí³ñòü òîãî, 
ùî âîíà âïàäå ãåðáîì äîâåðõó 6 ðàç³â? 

95. Ñåðåä 17 ñòóäåíò³â ãðóïè, ç ÿêèõ 8 ä³â÷àò, ðîç³ãðóºòüñÿ 
ñ³ì á³ëåò³â, ïðè÷îìó êîæåí ìîæå âèãðàòè ò³ëüêè îäèí 
á³ëåò. ßêà éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî ñåðåä âëàñíèê³â á³ëåò³â 
âèÿâëÿòüñÿ 4 ä³â÷èíè? 

96. Éìîâ³ðí³ñòü ñï³çíåííÿ ïàñàæèðà íà ïîòÿã äîð³âíþº 
0,007. Îö³íèòè éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî ç 20000 ïàñàæèð³â 
âèÿâèòüñÿ â³ä 100 äî 180 (âêëþ÷íî) òèõ, õòî 
çàï³çíèëèñÿ? 

97. Êîíòðîëþ ï³äëÿãàþòü 250 äåòàëåé, ç ÿêèõ 5 
íåñòàíäàðòíèõ. ßêà éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ 
âçÿòà äëÿ êîíòðîëþ äåòàëü âèÿâèòüñÿ íåñòàíäàðòíîþ? 

98. Òðè ìàøèíè âèðîáëÿþòü áîëòè, ïðè÷îìó ïåðøà 
ìàøèíà âèðîáëÿº 20% âñ³º¿ ïðîäóêö³¿, äðóãà � 30%, à 
òðåòÿ � 50%. ×àñòêà áðàêó â ïðîäóêö³¿ ïåðøî¿ ìàøèíè 
5%, â ïðîäóêö³¿ äðóãî¿ � 2%, à òðåòüî¿ � 1%. ×îìó 
äîð³âíþº éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ âçÿòèé áîëò 
âèÿâèòüñÿ áðàêîâàíèì? 

99. Éìîâ³ðí³ñòü íàðîäæåííÿ õëîï÷èêà 0,515. Çíàéòè 
éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî ç 200 íîâîíàðîäæåíèõ âèÿâèòüñÿ 
80 ä³â÷àòîê. 

100. Ñåðåä 60 åëåêòðîëàìï òðè íåñòàíäàðòí³. Çíàéòè 
éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ âçÿò³ îäíî÷àñíî òðè 
åëåêòðîëàìïè âèÿâëÿòüñÿ íåñòàíäàðòíèìè. 

 
101. Äàíî âèïàäêîâó âåëè÷èíó Õ: 
Õ 2 3 5 6 7 10 
Ðõ³ 0,4 0,2 0,2 0,05 0,1 0,05 
Çíàéòè ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ ³ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå 
â³äõèëåííÿ ö³º¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè. 

 
102. Äàíî âèïàäêîâó âåëè÷èíó Õ: 
Õ 2 3 5 6 
Ðõ³ 0,4 0,3 0,2 0,1 
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1

0
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13.  
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0

0

1

dxyedy xy  

14.   
2

2

2

1

dyyxdx  

82. N òîâàðèø³â ñ³äàþòü âèïàäêîâèì ÷èíîì çà êðóãëèé 
ñò³ë. Çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî äâîº ô³êñîâàíèõ 
òîâàðèø³â À ³ Â ñÿäóòü ïîðó÷. 

83. Çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî ïðè âèïàäêîâîìó 
ðîçòàøóâàíí³ 36 êàðò æîäí³ äâà òóçè íå áóäóòü 
ðîçì³ùåí³ ïîðó÷. 

84. Ïðîâåäåíî çàëï ç äâîõ ãàðìàò ïî ì³øåí³. Éìîâ³ðí³ñòü 
ïîïàäàííÿ ç ïåðøî¿ ãàðìàòè äîð³âíþº 0,85, ç äðóãîãî � 
0,91. Çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü çíèùåííÿ ö³ë³. 

85. Â óðí³ 20 á³ëèõ ³ 6 ÷îðíèõ êóëüîê. Ç íå¿ âèòÿãàþòü 
íàâìàííÿ äâ³ êóëüêè. Çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî 
îáèäâ³ êóë³ îäíîãî êîëüîðó. 

86. Éìîâ³ðí³ñòü âëó÷åííÿ â ì³øåíü ïðè êîæíîìó ç 700 
âèñòð³ë³â äîð³âíþº 0,4. ßêå íàéá³ëüøå ìîæëèâå 
â³äõèëåííÿ ÷àñòîòè â³ä éìîâ³ðíîñò³ ïîïàäàííÿ â ö³ëü 
ïðè îêðåìîìó âèñòð³ë³ ìîæíà î÷³êóâàòè ç éìîâ³ðí³ñòþ 
0,997? 

87. Éìîâ³ðí³ñòü íàÿâíîñò³ çàçóáðèíè íà ìåòàë³÷íèõ 
áðóñêàõ, çàãîòîâëåíèõ äëÿ îáòî÷êè, äîð³âíþº 0,2. 
Îö³íèòè éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî â ïàðò³¿ ç 1000 áðóñê³â 
â³äõèëåííÿ ÷èñëà ïðèäàòíèõ áðóñê³â â³ä 800 íå 
ïåðåâèùóº 5%. 

88. Ïðîâîäèòüñÿ 21 âèñòð³ë ïî ö³ë³, éìîâ³ðí³ñòü âëó÷åííÿ 
â ÿêó ïðè îäíîìó âèñòð³ë³ 0,25. Çíàéòè íàé³ìîâ³ðí³øå 
÷èñëî âëó÷åíü ó ö³ëü. 

89. Ìîíåòó ï³äêèäàþòü äâà ðàçè. ßêà éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî 
îáèäâà ðàçè âèïàäå ãåðá? 

90. Â êëàñ³ 12 õëîïö³â ³ 18 ä³â÷àò .Ïîòð³áíî âèáðàòè 
äåëåãàö³þ ç ÷îòèðüîõ ÷îëîâ³ê. ßêà éìîâ³ðí³ñòü (ÿêùî 
ââàæàòè âèá³ð âèïàäêîâèì) òîãî, ùî âèáðàíî òðîº 
õëîïö³â ³ îäíó ä³â÷èíó? 

91. Êîëîäó êàðò, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç 36 êàðò, íàâìàííÿ 
ðîçä³ëÿþòü íà äâ³ ð³âí³ ÷àñòèíè. ×îìó äîð³âíþº 
éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî â îáîõ ÷àñòèíàõ âèÿâèòüñÿ 
îäíàêîâà ê³ëüê³ñòü ÷åðâîíèõ ³ ÷îðíèõ êàðò? 

92. Â óðí³  20 á³ëèõ ³ 10 ÷îðíèõ êóëüîê. ßêà éìîâ³ðí³ñòü 
òîãî, ùî òðåòüîþ ïî ïîðÿäêó áóäå âèòÿãíóòî ÷îðíó 
êóëüêó? 
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lim , äå nn aaaS  21 . Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó 

ðÿä íàçèâàºòüñÿ ðîçá³æíèì. 
 

Îçíàêè çá³æíîñò³ ÷èñëîâèõ ðÿä³â . 
 

Îçíàêà ïîð³âíÿííÿ I. Íåõàé  




1n
nu                               (1) 




1n
nv                               (2) 

äâà ðÿäè. ßêùî ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà 0n  äëÿ âñ³õ 

Äëÿ äèñêðåòíî¿  âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè  öþ ôîðìóëó ìîæíà 
çàïèñàòè ó âèãëÿä³: 

2
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2 )()( 
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n

i
ii pxpxXMpxXD . 

Âëàñòèâîñò³ äèñïåðñ³¿: 
1. ßêùî Ñ � ñòàëà âåëè÷èíà, òî D ( Ñ )=0.         
2. D(C) = CD(  ) 
3. ßêùî À ³ Â � ñòàë³ âåëè÷èíè, òî D(A + B) = A2D(X). 
Ñåðåäí³ì êâàäðàòè÷íèì â³äõèëåííÿì âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè 

 íàçèâàºòüñÿ êîð³íü êâàäðàòíèé ³ç äèñïåðñ³¿ 
)()( XDX  . 

Ïðèêëàä 5. Çàêîí ðîçïîä³ëó äèñêðåòíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè 
 çàäàíî òàáëèöåþ: 
 
 -4 -2 1 2 4 6 
Pi 0,1 0,2 0,3 0,2 0,1 0,1 
 
Îá÷èñëèòè D (  )  (  ). 
Çã³äíî  ç ôîðìóëàìè äèñïåðñ³¿ ³ ñåðåäíüîãî êâàäðàòè÷íîãî 
â³äõèëåííÿ, ìàºìî: 

9,01,06

1,042,023,012,0)2(1,04)(
6

1




i

ii pxXM
 

7,81,036

1,0162,043,012,041,016)(
6

1

22




i

ii pxXM
 

89,781,07,8)9,0(7,8)( 2 XD . 

8,289,7)()(  XDX . 

 
Çàâäàííÿ äëÿ êîíòðîëüíèõ ðîá³ò 

81. Éìîâ³ðí³ñòü âèêîíàííÿ êâàðòàëüíîãî ïëàíó 
òîâàðîîá³ãó ìàãàçèíîì À äîð³âíþº 0,9, ìàãàçèíîì Â � 
0,8. Çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü âèêîíàííÿ êâàðòàëüíîãî ïëàíó 
òîâàðîîá³ãó õî÷à á îäíèì ìàãàçèíîì. 
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  åëåìåíò³â öèõ ðÿä³â âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü: nn vu 0 , òî 

à) ³ç çá³æíîñò³ ðÿäó (2) âèïëèâàº çá³æí³ñòü ðÿäó (1); 
á) ³ç ðîçá³æíîñò³ ðÿäó (1) âèïëèâàº ðîçá³æí³ñòü ðÿäó (2). 
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à) ÿêùî 1q , ðÿä (1) � çá³æíèé; 
á) ÿêùî 1q , ðÿä (1) � ðîçá³æíèé. 
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à) ÿêùî 1q , ðÿä (1) � çá³æíèé; 
á) ÿêùî 1q , ðÿä (1) � ðîçá³æíèé. 
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. Ïîð³âíÿºìî çàäàíèé ðÿä ³ç ðÿäîì 

Ð (Â2) = 0,25                                 Ð (À\Â2) = 0,05 
Ð (Â3) =0,4                                    Ð( À\Â3) = 0,08 
Ð (Â4) = 0,2                                   Ð (À\Â4) =0,01 
Çà ôîðìóëîþ Áàéºñà : 
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Ñï³ââ³äíîøåííÿ, ùî âñòàíîâëþº çâ�ÿçîê ì³æ  
ìîæëèâèìè çíà÷åííÿìè âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè òà â³äïîâ³äíèìè 
¿ì ³ìîâ³ðíîñòÿìè, íàçèâàþòü çàêîíîì ðîçïîä³ëó âèïàäêîâî¿ 
âåëè÷èíè. 

Çàêîí ðîçïîä³ëó äèñêðåòíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè  
ìîæíà çàäàòè â òàáëè÷í³é ôîðì³ ïîñä³äîâí³ñòþ ìîæëèâèõ 
çíà÷åíü ix  âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè  , ðîçì³ùåíèõ ó ïîðÿäêó 
çðîñòàííÿ òà â³äïîâ³äíèõ ¿ì éìîâ³ðíîñòåé ip . 

Ìàòåìàòè÷íèì ñïîä³âàííÿì âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè , 
íàçèâàºòüñÿ âåëè÷èíà 
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Âëàñòèâîñò³ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ: 
1. M(C)=C, M(CX)=CM(X), äå C � ñòàëà âåëè÷èíà. 
2. ßêùî À ³ Â º ñòàëèìè âåëè÷èíàìè, òî 

BXAMBAXM  )()( . 

3. 



n

i
ii pxXM

1

22 )( . 

Ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ ùå íàçèâàþòü öåíòðîì 
ðîçñ³þâàííÿ. Äëÿ âèì³ðþâàííÿ ðîçñ³þâàííÿ ââîäèòüñÿ 
÷èñëîâà õàðàêòåðèñòèêà, ÿêà íàçèâàºòüñÿ äèñïåðñ³ºþ. 

Äèñïåðñ³ºþ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè  íàçèâàºòüñÿ 
ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ êâàäðàòà â³äõèëåííÿ ö³º¿ âåëè÷èíè:  

2))(()( XMXMXD  . 
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îçíàêîþ ïîð³âíÿííÿ II ³ç ³á³æíîñò³ ðÿäó 


1
2

1

n n
 âèïëèâàº 

çá³æí³ñòü çàäàíîãî ðÿäó. 

2. Äîñë³äèòè íà çá³æí³ñòü ðÿä 


1 !

5

n

n

n
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Ñêîðèñòàºìîñü îçíàêîþ Äàëàìáåðà: 

0
1

5
lim

5

!

)!1(

5
limlim

1
1 















 n

n

nu

u
nn

n

n
n

n

n
. Îñê³ëüêè îòðèìàíà 

ãðàíèöÿ ìåíøà çà 1, òî ðÿä çá³æíèé. 
 

3. Äîñë³äèòè íà çá³æí³ñòü ðÿä: 
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n
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n
e = 1

1
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e
, îòæå, ðÿä 

çá³æíèé. 
 

Çàâäàííÿ äëÿ êîíòðîëüíèõ ðîá³ò 
 
Äîñë³äèòè íà çá³æí³ñòü ðÿäè 
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BP

BAP
BAP


 . 

Ó ðàç³, êîëè âèïàäêîâà ïîä³ÿ À ìîæå â³äáóòèñÿ ëèøå çà óìîâè, 
ùî â³äáóäåòüñÿ îäíà ç íåñóì³ñíèõ âèïàäêîâèõ ïîä³é Â³, ÿê³ 
óòâîðþþòü ïîâíó ãðóïó ³ ì³æ ñîáîþ º ïîïàðíî íåñóì³ñí³ 

(  ji BB , 
n

i
iBnjiji

1

,,,2,1,,


 ) ³ìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿ 

À îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ: 





n

i
ii BAPBPAP

1

)/()()( , 

ÿêà íàçèâàºòüñÿ ôîðìóëîþ ïîâíî¿ éìîâ³ðíîñò³, 





n

i
ii

ii
i

BAPBP

BAPBP
ABP

1

)/()(

)/()(
)/(  - ôîðìóëà Áàéºñà. 

Ïðèêëàä 4. Â öåíòð ïîæåæíî¿ îõîðîíè  íàäõîäÿòü âèêëèêè ç 
÷îòèðüîõ ðàéîí³â: 

15% - ³ç Øåâ÷åíê³âñüêîãî 
25% - ³ç Ãàëèöüêîãî 
40% - ³ç Ëè÷àê³âñüêîãî 
20% - ³ç Ñèõ³âñüêîãî 

Óñòàíîâëåíî, ùî â ñåðåäíüîìó ôàëüøèâ³ âèêëèêè 
ñòàíîâëÿòü: 

äëÿ Øåâ÷åíê³âñüêîãî � 3% 
äëÿ Ãàëèöüêîãî � 5% 
äëÿ Ëè÷àê³âñüêîãî � 8% 
äëÿ Ñèõ³âñüêîãî � 1% 

Íàâìàííÿ âèáðàíèé âèêëèê âèÿâèâñÿ ôàëüøèâèì. ßêà 
éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî â³í íàä³éøîâ ³ç Øåâ÷åíê³âñüêîãî 
ðàéîíó? 
Ðîçâ�ÿçóâàííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Â1 ã³ïîòåçó ïðî òå, ùî âèêëèê 
íàä³éøîâ ³ç Øåâ÷åíê³âñüêîãî ðàéîíó; Â2 � ³ç Ãàëèöüêîãî, Â3 � 
Ëè÷àê³âñüêîãî, Â4 � Ñèõ³âñüêîãî. Ö³ ã³ïîòåçè ºäèíî ìîæëèâ³ ³ 
íåñóì³ñí³. Íåõàé À � âèïàäêîâà ïîä³ÿ, ùî ïîëÿãàº â ïîÿâ³ 
ôàëüøèâîãî âèêëèêó. Çà óìîâîþ çàäà÷³ ìàºìî: 
Ð (Â1) = 0,15                                 Ð (À\Â1) = 0,03 
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37. 


 1
2 4

2
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Ïðèêëàä 3 . Ó øóõëÿä³ ì³ñòÿòüñÿ 10 îäíîòèïíèõ äåòàëåé, 6 ³ç 
ÿêèõ º ñòàíäàðòíèìè, à ðåøòà � áðàêîâàíèìè. Íàâìàííÿ ³ç 
øóõëÿäè áåðóòü 4 äåòàë³. Îá÷èñëèòè éìîâ³ðí³ñòü òàêèõ 
âèïàäêîâèõ ïîä³é: 
À � óñ³ ÷îòèðè äåòàë³ âèÿâëÿòüñÿ ñòàíäàðòíèìè; 
Â � óñ³ ÷îòèðè äåòàë³ âèÿâëÿòüñÿ áðàêîâàíèìè;  
D � ³ç ÷îòèðüîõ äåòàëåé âèÿâëÿòüñÿ äâ³ ñòàíäàðòíèìè ³ äâ³ 
áðàêîâàíèìè. 
Ðîçâ�ÿçóâàííÿ. Ê³ëüê³ñòü óñ³õ åëåìåíòàðíèõ ïîä³é ð³âíà 
ê³ëüêîñò³ âñåìîæëëèâèõ êîìá³íàö³é ç 10 åëåìåíò³â ïî 4 

åëåìåíòè: 210
64

10987

!6!4

!104
10 







 Cn . 

Ê³ëüê³ñòü åëåìåíòàðíèõ ïîä³é , ùî ñïðèÿþòü ïîÿâ³ ïîä³¿ À: 

15
!2!4

!64
61 


 Cm . 

Ê³ëüê³ñòü  åëåìåíòàðíèõ ïîä³é, ùî ñïðèÿþòü ïîÿâ³ ïîä³¿ Â: 
14

42 Cm . 
Ê³ëüê³ñòü åëåìåíòàðíèõ ïîä³é, ùî ñïðèÿþòü ïîÿâ³ ïîä³¿ D: 

906152
4

2
63  CCm . 

Îá÷èñëèìî ³ìîâ³ðíîñò³ öèõ ïîä³é: 

7

3

210

90
)(

210

1
)(

14

1

210

15
)(

3

2

4
10

4
61
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m
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Âèïàäêîâ³ ïîä³¿ À òà Â íàçèâàþòü çàëåæíèìè, ÿêùî 
ïîÿâà îäí³º¿ ç íèõ (À àáî Â) âïëèâàº íà éìîâ³ðí³ñòü ïîÿâè 
³íøî¿. Ó ïðîòèëåæíîìó ðàç³ âèïàäêîâ³ ïîä³¿ À òà Â 
íàçèâàþòüñÿ íåçàëåæíèìè. ßêùî éìîâ³ðí³ñòü âèïàäêîâî¿ 
ïîä³¿ À îá÷èñëþºòüñÿ çà óìîâè, ùî ïîä³ÿ Â â³äáóëàñü, òî òàêà 
éìîâ³ðí³ñòü íàçèâàºòüñÿ óìîâíîþ. Öÿ éìîâ³ðí³ñòü 
îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ: 
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Äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ 

 
 Äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì ïåðøîãî ïîðÿäêó 
íàçèâàºòüñÿ ð³âíÿííÿ âèãëÿäó: 

0),,( yyxF , 
ÿêå çâ�ÿçóº íåçàëåæíó çì³ííó õ, íåâ³äîìó ôóíêö³þ )(xyy   òà 
¿¿ ïîõ³äíó y . 
 ßêùî äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ìàº âèãëÿä  

0)()(  dyyQdxxP  
(êîåô³ö³ºíò Ð çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä õ, êîåô³ö³ºíò Q � ò³ëüêè â³ä 
ó), òî êàæóòü, ùî çì³íí³ â³äîêðåìëåí³. Ïðî³íòåãðóâàâøè 
îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ, îòðèìàºìî çàãàëüíèé ðîçâ�ÿçîê 
ð³âíÿííÿ. 
 Ð³âíÿííÿ âèãëÿäó 02211  dyYXdxYX , äå ôóíêö³¿ 1X  ³ 

2X  çàëåæàòü ò³ëüêè â³ä x , à ôóíêö³¿ 21 ,YY  - ò³ëüêè â³ä ó 
çâîäèòüñÿ äî ð³âíÿííÿ ç â³äîêðåìëþâàíèìè çì³ííèìè 
ä³ëåííÿì îáèäâîõ ÷àñòèí ð³âíÿííÿ íà 21 XY . 
 
Ïðèêëàä 1. 
Ðîçãëÿíåìî ð³âíÿííÿ 02  dyxydx . Ïîä³ëèìî îáèäâ³ 
÷àñòèíè ð³âíÿííÿ íà yx 2 . Â ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ 

0
11

2
 dy

y
dx

x
, äå çì³íí³ â³äîêðåìëåí³. ²íòåãðóþ÷è, 

çíàõîäèìî:  

   0
11

2
dy

y
dx

x
, 

åëåìåíò³â, àáî ïîðÿäêîì ¿õ ðîçòàøóâàííÿ. Ê³ëüê³ñòü òàêèõ 
ìíîæèí îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ: 

)!(

!

mn

n
Am

n 
  

Êîìá³íàö³ÿìè ç n åëåìåíò³â ïî m ( nm 0 ) íàçèâàþòüñÿ òàê³ 
ìíîæèíè ç m åëåìåíò³â, ÿê³ ð³çíÿòüñÿ ì³æ  ñîáîþ õî÷à á 
îäíèì åëåìåíòîì. Ê³ëüê³ñòü òàêèõ ìíîæèí îá÷èñëþºòüñÿ çà 
ôîðìóëîþ: 

)!(!

!

mnm

n

P

A
C

m

m
nm

n 
 . 

 
Ïðèêëàä 1. Íà êîæí³é ³ç øåñòè îäíàêîâèõ êàðòîê íàïèñàíî 
îäíó ç ë³òåð: ß, ², Ð, Å, Î, Ò. 
ßêà éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî êàðòêè íàâìàííÿ ðîçêëàäåí³ â ðÿäîê, 
óòâîðÿòü ñëîâî ÒÅÎÐ²ß? 
Ðîçâ�ÿçóâàííÿ. Ê³ëüê³ñòü óñ³õ åëåìåíòàðíèõ ïîä³é ð³âíà 
ê³ëüêîñò³ ïåðåñòàâëåíü ³ç çàäàíèõ øåñòè áóêâ, òîáòî 

n = 6! = 123456 = 720. 
Ê³ëüê³ñòü åëåìåíòàðíèõ ïîä³é, ùî ñïðèÿþòü ïîÿâ³ ñëîâà 
ÒÅÎÐ²ß, m = 1. Ïîçíà÷èâøè ðîçãëÿäóâàíó ïîä³þ ÷åðåç Â, 

ä³ñòàíåìî: 
720

1

!6

1
)( 

n

m
BP . 

 
Ïðèêëàä 2. Ó ê³ìíàò³ ïåðåáóâàþòü 10 ñòóäåíò³â. ßêà 
éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî äâà ³ á³ëüøå ñòóäåíò³â íå ìàþòü 
ñï³ëüíîãî äíÿ íàðîäæåííÿ? 
Ðîçâ�ÿçóâàííÿ. Ââàæàºìî, ùî ð³ê ìàº 365 äí³â. Äëÿ êîæíîãî 
ñòóäåíòà â çàãàëüíîìó âèïàäêó ³ñíóº 365, à äëÿ 10 ñòóäåíò³â 
36510 ìîæëèâèõ äí³â íàðîäæåííÿ. Îòæå, ìàºìî n = 36510 
åëåìåíòàðíèõ ïîä³é ìíîæèíè . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Â 
âèïàäêîâó ïîä³þ, ÿêà ïîëÿãàº â òîìó, ùî äí³ íàðîäæåííÿ 
ñòóäåíò³â íå ñï³âïàäàþòü. Ê³ëüê³ñòü åëåìåíòàðíèõ ïîä³é, ùî 
ñïðèÿþòü ïîÿâ³ Â, ð³âíà ê³ëüêîñò³ ðîçì³ùåíü ç 365 åëåìåíò³â 
ïî 10 åëåìåíò³â 10

365Am  . Îñòàòî÷íî ìàºìî: 

910

10
365

365

364357356

365
)(




A
BP . 
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òîáòî: cy

x
 ||ln

1
, àáî 1ln||ln

1
cy

x
 . Ñêîðèñòàâøèñü 

âëàñòèâîñòÿìè íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìó ³ ïîêàçíèêîâî¿ 
ôóíêö³¿, îòðèìàºìî çàãàëüíèé ðîçâ�ÿçîê ð³âíÿííÿ: xecy /1

1
 . 

Ïðè ä³ëåíí³ íà yx2  ìè âòðàòèëè ðîçâ�ÿçîê 0x . 
Ïðèêëàä 2. Ðîçâ�ÿçàòè ð³âíÿííÿ: )cos()cos( yxyxy  . 
Ïåðåíåñåìî )cos( yx   â ïðàâó ÷àñòèíó ³ ïåðåòâîðèìî ñóìó 
êîñèíóñ³â â äîáóòîê yxy coscos2 . Â ðåçóëüòàò³ îòðèìàëè 

ð³âíÿííÿ ç â³äîêðåìëåíèìè çì³ííèìè xdx
y

dy
cos2

cos
 . 

Ïðî³íòåãðóºìî îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ   xdx
y

dy
cos2

cos
.  

Îá÷èñëèìî îêðåìî: 

   





 2
))2/(1()2/(cos)2/(sin)2/(coscos 2222 ytgy

dy

yy

dy

y

dy

= 
)2/(1

)2/(1
ln

ytg

ytg




= |)
24

(|ln
y

tg 


+ ||ln c . 

Îòæå, ðîçâ�ÿçîê ð³âíÿííÿ ìàº âèãëÿä: x
y

tgc sin2)
24

(ln 


, 

àáî xearctgcy sin2
12

2



. 

Ôóíêö³ÿ f(x, y) íàçèâàºòüñÿ îäíîð³äíîþ ôóíêö³ºþ n - ãî 
âèì³ðó â³äíîñíî õ òà ó, ÿêùî äëÿ äîâ³ëüíîãî  ÷èñëà t ≠ 0 
âèêîíóºòüñÿ òîòîæí³ñòü: 

   y,xftty,txf n                         (1) 
 

Ïðèêëàä 3.    xyxy,xf 52   � îäíîð³äíà ôóíêö³ÿ 2-ãî 
âèì³ðó, áî 

             y,xftxyxttyxttxty,txf 2222 55  , 
 

 
Äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ âèãëÿäó: 

 y,xfy                                      (2) 

79.   yx eyye  '1  
80. x2dy+ydx=0 

 
 

Òåîð³ÿ éìîâ³ðíîñòåé 
 

Ìàòåìàòè÷íà íàóêà, ùî âèâ÷àº çàêîíîì³ðíîñò³ ìàñîâèõ 
ïîä³é íàçèâàºòüñÿ òåîð³ºþ éìîâ³ðíîñòåé. Ïîä³¿ ïîä³ëÿþòüñÿ 
íà â³ðîã³äí³, íåìîæëèâ³ òà âèïàäêîâ³. Äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî 
îïèñó âèïàäêîâèõ ïîä³é - íàñë³äê³â åêñïåðèìåíòó - 
çàñòîñîâóþòü òàê³ òî÷í³ ïîíÿòòÿ: ïðîñò³ (åëåìåíòàðí³) òà 
ñêëàäí³ âèïàäêîâ³ ïîä³¿, ïðîñò³ð åëåìåíòàðíèõ ïîä³é. 

Ïîä³ÿ, ùî ìîæå â³äáóòèñÿ âíàñë³äîê ïðîâåäåííÿ îäí³º¿ 
³ ëèøå îäí³º¿ ñïðîáè (åêñïåðèìåíòó), íàçèâàºòüñÿ ïðîñòîþ 
(åëåìåíòàðíîþ) âèïàäêîâîþ ïîä³ºþ. 

Êîæíîìó åêñïåðèìåíòó (ñïðîá³) ç âèïàäêîâèìè 
ðåçóëüòàòàìè (íàñë³äêàìè) â³äïîâ³äàº ïåâíà ìíîæèíà  
åëåìåíòàðíèõ ïîä³é i , êîæíà ç ÿêèõ ìîæå íàñòàòè âíàñë³äîê 
éîãî ïðîâåäåííÿ: i . Ìíîæèíó  íàçèâàþòü ïðîñòîðîì 

åëåìåíòàðíèõ ïîä³é. 
Éìîâ³ðí³ñòþ âèïàäêîâî¿ ïîä³¿ À íàçèâàºòüñÿ 

íåâ³ä�ºìíå ÷èñëî Ð(À), ùî äîð³âíþº â³äíîøåííþ ÷èñëà 
åëåìåíòàðíèõ ïîä³é m ( nm 0 ), ÿê³ ñïðèÿþòü ïîÿâ³ À , äî 
ê³ëüêîñò³ âñ³õ  åëåìåíòàðíèõ ïîä³é ïðîñòîðó : 

n

m
AP )(  

Ìíîæèíó íàçèâàþòü óïîðÿäêîâàíîþ, ÿêùî ïðè ¿¿ 
ïîáóäîâ³ ³ñòîòíèì º ïîðÿäîê ðîçì³ùåííÿ åëåìåíò³â.  

Ïåðåñòàâëåííÿì ³ç n åëåìåíò³â íàçèâàþòü òàê³ 
âïîðÿäêîâàí³ ìíîæèíè ç n åëåìåíò³â, ÿê³ ð³çíÿòüñÿ ì³æ ñîáîþ 
ïîðÿäêîì ¿õ ðîçì³ùåííÿ. Ê³ëüê³ñòü òàêèõ óïîðÿäêîâàíèõ 
ìíîæèí îá÷èñëþºòüñÿ ôîðìóëîþ: 

nnnPn  )1(321! , äå Nn  

Ðîçì³ùåííÿì ³ç n åëåìåíò³â ïî m ( nm 0 ) 
íàçèâàþòüñÿ òàê³ âïîðÿäêîâàí³ ìíîæèíè, êîæíà ³ç ÿêèõ 
ì³ñòèòü m åëåìåíò³â ³ ÿê³ â³äð³çíÿþòüñÿ ì³æ ñîáîþ ñêëàäîì 
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  íàçèâàºòüñÿ îäíîð³äíèì, ÿêùî ôóíêö³ÿ  y,xf  º îäíîð³äíîþ 
ôóíêö³ºþ íóëüîâîãî âèì³ðó. 
Ð³âíÿííÿ 

    0,,  dyyxQdxyxP               (3) 
º îäíîð³äíèì òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³, êîëè ôóíêö³¿ Ð(õ, ó) òà Q(õ, ó) 
º îäíîð³äíèìè ôóíêö³ÿìè îäíîãî ³ òîãî æ âèì³ðó. Îäíîð³äíå 
ð³âíÿííÿ çâîäèòüñÿ äî ð³âíÿííÿ ç â³äîêðåìëþâàëüíèìè 
çì³ííèìè ï³äñòàíîâêîþ 

uxy  ,                              (4) 
äå  u = u(x) � íåâ³äîìà ôóíêö³ÿ. 
 

Ïðèêëàä 4. Ðîçâ�ÿçàòè ð³âíÿííÿ: .
x

yx
y 2

22
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Ïðàâà ÷àñòèíà öüîãî ð³âíÿííÿ º îäíîð³äíîþ ôóíêö³ºþ 

íóëüîâîãî âèì³ðó, òîìó ðîáèìî çàì³íó xuy  , àáî .
x

y
u   

Ïåðåòâîðèâøè äàíå ð³âíÿííÿ òàêèì ÷èíîì: 
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du
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du
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îòðèìóºìî: c

x

y
xln 






1

2
 � çàãàëüíèé ³íòåãðàë ð³âíÿííÿ. 

Ïðè â³äîêðåìëþâàíí³ çì³ííèõ u òà õ ìè ä³ëèëè íà õ òà 
 2

1u   çà óìîâè .u,x 10   Ïåðåâ³ðèìî, ÷è íå º öå 
îñîáëèâèìè ðîçâ�ÿçêàìè: 0x   íå íàëåæèòü îáëàñò³ 
âèçíà÷åííÿ, òîìó 0x  íå º îñîáëèâèì ðîçâ�ÿçêîì . 

Ïðè u = 1, ó = õ � º ðîçâ�ÿçêîì, àëå îñîáëèâèì. 
 
Ë³í³éíèì äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì ïåðøîãî 

57. dyx
yx

dx








 2

1
 

58. dyy
y

x
xdx 








 3

2

 

59. 2' yxxyx   

60. 0costg' 2  xyxyy  
 

Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ�ÿçîê äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ 
 

61. xy�-y=0 
62. y2dx+xdy=0 
63. ln|cosx|y�+ytgx=0 
64. xdx+2ysecxdy=0 

65. 2ysin
2

1

x
+x3y�=0 

66. xy�-ylny=0 
67. (x2y-x2)dy=(xy2+y2)dx 
68. y�+sin(x+y)=sin(x-y) 

69. (y+3)dx-
x

ex

ydy=0 

70. y�=(2y+1)tgx 

71. sinxtgydx-
x

dy

sin
=0 

72. yx 2

5 dy+xdx=0 

73. 013 223

 dxyxdyex  

74. 2xdy+(1+x)sin2ytgydx=0 

75. (y+1)y�=
21 x

y


+xy 

76. 
222

3

'
yyx

xxy
y




  

77. (xy-x)2dy+y(1-x)dx=0 

78. (1+x2)y�+y xyx  21  
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  ïîðÿäêó íàçèâàºòüñÿ ð³âíÿííÿ âèãëÿäó  
)()( xfyxpy  ,                      (5) 

äå p(x) ³ f(x) � çàäàíí³ ³ íåïåðåðâí³ íà äåÿêîìó ïðîì³æêó 
ôóíêö³¿. Áóäåìî øóêàòè ðîçâ�ÿçîê òàêîãî ð³âíÿííÿ ó âèãëÿä³ 
äîáóòêó äâîõ ôóíêö³é 

vuy                             (6) 
Çíàéäåìî ïîõ³äíó uvvuy   ³ ï³äñòàâèìî y  òà y  â 
ð³âíÿííÿ (5). Â ðåçóëüòàò³ ä³ñòàíåìî: 

)()( xfuvxpuvvu  . Âèíåñåìî çà äóæêè íåâ³äîìó 
ôóíêö³þ u : 

)())(( xfvxpvuvu  .               (7) 
Êîðèñòóþ÷èñü äîâ³ëüí³ñòþ ó âèáîð³ ôóíêö³¿ v, ï³äáåðåìî ¿¿ 
òàê, ùîá  

0)(  vxpv                             (8) 
Äëÿ öüîãî ðîçâ�ÿæåìî ð³âíÿííÿ (8), ÿêå º ð³âíÿííÿì ç 

â³äîêðåìëåíèìè çì³ííèìè: vxp
dx

dv
)( ; dxxp

v

dv
)( . 

²íòåãðóþ÷è îáèäâ³ ÷àñòèíè îñòàííüîãî ð³âíÿííÿ, çíàõîäèìî 

çàãàëüíèé ðîçâ�ÿçîê:   ||ln)(||ln 1Cdxxpv ; 
 dxxp

eCv
)(

1 . 

Â³çüìåìî çà v ÿêèé � íåáóäü ÷àñòèííèé ðîçâ�ÿçîê ð³âíÿííÿ (8), 
íàïðèêëàä, ïðè Ñ1=1.  

Çíàþ÷è ôóíêö³þ v, ï³äñòàâèìî ¿¿ â ð³âíÿííÿ (7): 

    

 






Cdxexfu

dxexfdu

xfe
dx

du

dxxp

dxxp

dxxp
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)(
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);(

 

Ï³äñòàâëÿþ÷è îòðèìàí³ ôóíêö³¿ u òà v â (6), çíàõîäèìî 
çàãàëüíèé ðîçâ�ÿçîê îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ (5): 







  


Cdxexfey

dxxpdxxp )()(
)( . 

 
Ïðèêëàä 5. Ðîçâ�ÿçàòè ð³âíÿííÿ  323 2)( xyxyxx  . 

Ïîä³ëèâøè îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ íà 03  xx , 

çâ³äêè 
Cx

u



2ln

2
. Îòæå, çàãàëüíèé ðîçâ�ÿçîê âèõ³äíîãî 

ð³âíÿííÿ ìàº âèãëÿä: 0,
ln

21
2




 y
Cxx

y . 

 
Çàâäàííÿ äëÿ êîíòðîëüíèõ ðîá³ò 

 
Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ�ÿçîê äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ 
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45. x
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46.    222 12'1 xxyyx   

47.   xyyx arctg'1 2   

48. 
2

tglncos
sin

' 2 x

x

y
y   

49.  1ln'ln  xxyyxx  

50.   dxydyxy 232   

51.   1cossin'cos  xxxyxyx  

52.   yyxy  '24  

53. yeyy
x

2'   

54. xxyyxy ln' 2  

55. yyxxy 42' 2   

56. ye
y

x
y x  2'  
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îòðèìóºìî ë³í³éíå ð³âíÿííÿ: 
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3

3
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 . Éîãî 

ðîçâ�ÿçîê øóêàºìî ó âèãëÿä³: vuy  , uvvuy  ; 
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 ; ï³äáèðàºìî ôóíêö³þ v òàê, ùîá 
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xx
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v . Òîä³ dx

xx

x

v

dv
3
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 ; ïðî³íòåãðóºìî îáèäâ³ 

÷àñòèíè ð³âíÿííÿ:   
 dx

xx

x

v

dv
3

22
. Îá÷èñëèìî îêðåìî 

 
dx

xx

x
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. Îñê³ëüêè 0x , ìàºìî:  
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dx
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  ³ ôóíêö³ÿ v  ìàº âèãëÿä: 

21

1

x
v


 . 

Ï³äñòàâèìî ¿¿ ó ð³âíÿííÿ, ïàì�ÿòàþ÷è, ùî òàê âèáðàíà 
ôóíêö³ÿ v ïåðåòâîðþº âèðàç â äóæêàõ íà íóëü: 

3

3
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xx
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 . Ðîçâ�ÿæåìî îñòàííº ð³âíÿííÿ, 

â³äîêðåìèâøè çì³íí³: dxx
xx

x
du )1( 2

3

3




 ;   dxxdu 2 ; 

C
x

u 
3

3

. Çíàéøîâøè ôóíêö³¿ u òà v, îòðèìóºìî çàãàëüíèé 

ðîçâ�ÿçîê âèõ³äíîãî ð³âíÿííÿ:  vuy
22

3

1)1(3 x

C

x

x





. 

Ïðè ä³ëåíí³ îáèäâîõ ÷àñòèí ð³âíÿííÿ íà 3xx  , ìè âòðàòèëè 

äâà ðîçâ�ÿçêè: 
2

1
,0  yx . Îòæå, çàãàëüíèé ðîçâ�ÿçîê 

çàäàíîãî ð³âíÿííÿ: 0,
2

1
,

1)1(3 22
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 xy
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C
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x
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Ð³âíÿííÿ âèãëÿäó: 
1;0,,)()(   Ryxqyxpy ,  

íàçèâàºòüñÿ ð³âíÿííÿì Áåðíóëë³. Î÷åâèäíî, ùî ïðè 0  öå 
ð³âíÿííÿ ë³í³éíå, à ïðè 1  - ç â³äîêðåìëþâàíèìè çì³ííèìè. 
Ðîçâ�ÿçîê òàêîãî ð³âíÿííÿ çðó÷íî øóêàòè ó âèãëÿä³ äîáóòêó 
äâîõ ôóíêö³é uvy  , íå çâîäÿ÷è éîãî äî ë³í³éíîãî. 
Çàóâàæèìî, ùî ïðè 0 , êð³ì ðîçâ�ÿçêó 0 uvy , ð³âíÿííÿ 
Áåðíóëë³ ìàº ðîçâ�ÿçîê 0y . 
 
Ïðèêëàä 6. Ðîçâ�ÿçàòè ð³âíÿííÿ xxyyyx ln2 . Ç îáëàñò³ 
âèçíà÷åííÿ âèäíî, ùî 0x . Ïîä³ëèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè 
ð³âíÿííÿ íà õ. Â ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ Áåðíóëë³: 

xyy
x

y ln
1 2 . Ðîçâ�ÿçîê øóêàºìî ó âèãëÿä³ äîáóòêó 

ôóíêö³é: uvvuyuvy  ; .  

xvuuv
x

uvvu ln
1 22 . Âèíåñåìî â ë³â³é ÷àñòèí³ 

îñòàííüîãî ð³âíÿííÿ u çà äóæêè: xvuuv
x

vvu ln
1 22
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Âèáåðåìî ôóíêö³þ v òàê, ùîá 0
1

 v
x

v . Äëÿ öüîãî 

ðîçâ�ÿæåìî ð³âíÿííÿ: 
x

v

dx

dv
 ; 

x

dx

v

dv
 ; ||ln||ln Cxv  , 

çîêðåìà, 
x

v
1

 . Ï³äñòàâèìî çíàéäåíó ôóíêö³þ v ó âèõ³äíå 

ð³âíÿííÿ, âðàõóâàâøè, ùî 0
1

 v
x

v . Ìàºìî: 

x
x

u
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u ln
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2
2  ; x

x
uu ln

12 ; 
x

xu

dx

du ln2

 . Â³äîêðåìèìî 

çì³íí³: 
x

xdx

u

du ln
2

 . Ïðî³íòåãðóºìî îáèäâ³ ÷àñòèíè 

ð³âíÿííÿ:   x

xdx

u

du ln
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;  xxd
u

lnln
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