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Âàæëèâèì ôàêòîðîì â çàñâîºíí³ ìàòåìàòèêè ³ îâîëîä³ííÿ 
¿¿ ìåòîäàìè º ñàìîñò³éíà ðîáîòà ñòóäåíòà (êóðñàíòà). Ñèñòåìà 
òèïîâèõ ðîçðàõóíê³â àêòèâ³çóº ñàìîñò³éíó ðîáîòó ñòóäåíò³â 
(êóðñàíò³â) ³ ñïðèÿº á³ëüø ãëèáîêîìó âèâ÷åííþ êóðñó âèùî¿ 
ìàòåìàòèêè. Çàñòîñóâàííÿ ñèñòåìè òèïîâèõ ðîçðàõóíê³â 
ðåêîìåíäîâàíî ïðîãðàìîþ ç âèùî¿ ìàòåìàòèêè äëÿ âóç³â. 

Äàíèé ìåòîäè÷íèé ïîñ³áíèê ì³ñòèòü òåîðåòè÷í³ ïèòàííÿ ³ 
ðîçðàõóíêîâó ÷àñòèíó çàäà÷³. Òåîðåòè÷í³ ïèòàííÿ º çàãàëüíèìè 
äëÿ âñ³õ ñòóäåíò³â (êóðñàíò³â), çàäà÷³ äëÿ êîæíîãî ñòóäåíòà 
(êóðñàíòà) ãðóïè ³íäèâ³äóàëüí³ (êîæíà çàäà÷à ñêëàäåíà â 30 
âàð³àíòàõ). 

Âàð³àíò çàâäàííÿ â³äïîâ³äàº ïîðÿäêîâîìó íîìåðó êóðñàíòà 
÷è ñòóäåíòà â æóðíàë³ ãðóïè. Ðîáîòà âèêîíóºòüñÿ àêóðàòíî, ç 
äåòàëüíèìè ïîÿñíåííÿìè, â îêðåìîìó çîøèò³ àáî íà ñêð³ïëåíèõ 
ëèñòàõ À-4. 

 

Òåîðåòè÷í³ ïèòàííÿ 

1. Ãðàíèöÿ ôóíêö³¿. Âëàñòèâîñò³ ãðàíèöü. 
2. Îñíîâí³ òåîðåìè ïðî ãðàíèö³. 
3. Ïîõ³äíà ôóíêö³¿. Ïðàâèëà îá÷èñëåííÿ ïîõ³äíèõ. 
4. Ïîõ³äíà ñêëàäåíî¿ ôóíêö³¿. Ïîõ³äíà ïàðàìåòðè÷íî òà 

íåÿâíî çàäàíèõ ôóíêö³é. 
5. Ìîíîòîíí³ñòü ôóíêö³¿. Îçíàêè ìîíîòîííîñò³. 
6. Åêñòðåìóì ôóíêö³¿ îäí³º¿ çì³ííî¿. 
7. Îïóêë³ñòü ôóíêö³¿. 
8. Òî÷êè ïåðåãèíó òà ïðàâèëà ¿õ çíàõîäæåííÿ. 
9. Àñèìïòîòè. 
10. Ïîíÿòòÿ ïåðâ³ñíî¿. Âëàñòèâîñò³ íåâèçíà÷åíîãî ³íòåãðàëà. 

Òàáëèöÿ ³íòåãðàë³â. 
11. Âèçíà÷åíèé ³íòåãðàë. Âëàñòèâîñò³ âèçíà÷åíîãî ³íòåãðàëà. 

Ôîðìóëà Íüþòîíà � Ëåéáí³öà. 
12. Çàì³íà çì³ííèõ ó âèçíà÷åíîìó ³íòåãðàë³. 
13. Îá÷èñëåííÿ ïëîù³ ô³ãóðè, îáìåæåíî¿ êðèâèìè. 
14. Ôóíêö³ÿ äâîõ òà áàãàòüîõ çì³ííèõ, îñíîâí³ îçíà÷åííÿ ³ 
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âëàñòèâîñò³. 
15. ×àñòèíí³ ïîõ³äí³ òà ïîâíèé äèôåðåíö³àë ôóíêö³¿ äâîõ 

çì³ííèõ ïåðøîãî òà âèùèõ ïîðÿäê³â. 
16. Íåîáõ³äí³ òà äîñòàòí³ óìîâè ³ñíóâàííÿ åêñòðåìóìó 

ôóíêö³¿ äâîõ çì³ííèõ. 
17. Îá÷èñëåííÿ ïîäâ³éíîãî ³íòåãðàëà øëÿõîì çâåäåííÿ äî 

äâîêðàòíîãî. 
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Çðàçîê ðîçâ�ÿçóâàííÿ çàäà÷ òèïîâîãî âàð³àíòó 

Çàâäàííÿ 1. Çíàéòè ãðàíèö³ ôóíêö³é: 
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Ðîçâ�ÿçàííÿ. 
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Çàâäàííÿ 2. Çíàéòè ïîõ³äí³ äàíèõ ôóíêö³é 
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Äîäàòêè 
Òàáëèöÿ äåÿêèõ çíà÷åíü òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é 
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á)  2sin 2y x x  . Çà òåîðåìîþ ïðî äèôåðåíö³þâàííÿ ñêëàäåíî¿ 

ôóíêö³¿ (  ( ( )) ( ( )) ( )y f g x f g x g x     ) ìàºìî 
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ã) Ïîõ³äíó äàíî¿ ôóíêö³¿ øóêàºìî ÿê ïîõ³äíó íåÿâíî çàäàíî¿ 
ôóíêö³¿. Äëÿ öüîãî ïîòð³áíî âçÿòè ïîõ³äíó ïî x  â³ä îáîõ ÷àñòèí 
ð³âíîñò³, ââàæàþ÷è y  ôóíêö³ºþ â³ä x , ³ îäåðæàíå ð³âíÿííÿ 
ðîçâ�ÿçàòè â³äíîñíî y . Òîä³  
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Çàâäàííÿ 3. Äîñë³äèòè ôóíêö³þ òà ïîáóäóâàòè ¿¿ ãðàô³ê: 
2

( )
2( 1)

x
y f x

x
 


. 

 
Ðîçâ�ÿçàííÿ. 
1. Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ: \{1}x R , îñê³ëüêè ïðè 1x   çíàìåííèê 
ïåðåòâîðþºòüñÿ â íóëü. 
2. Çíàéäåìî òî÷êè ïåðåòèíó ãðàô³êà ôóíêö³¿ ç îñÿìè êîîðäèíàò. 
Òî÷êó ïåðåòèíó ç â³ññþ àáñöèñ (â³ñü àáñöèñ îïèñóºòüñÿ 

ð³âíÿííÿì 0y  ) çíàõîäèìî ç ð³âíÿííÿ 
2

0
2( 1)

x

x



, çâ³äêè 

îòðèìóºìî 0x   ³ (0;0)  � òî÷êà ïåðåòèíó. Äëÿ çíàõîäæåííÿ 
òî÷êè ïåðåòèíó ãðàô³êà ç â³ññþ Oy , ï³äñòàâëÿºìî ó 
äîñë³äæóâàíó ôóíêö³þ 0x  . Çâ³äñè îäåðæóºìî, ùî 0y  . 
Îòæå, (0;0)  � òî÷êà ïåðåòèíó ç îñÿìè êîîðäèíàò. 
3. Äîñë³äèìî ôóíêö³þ íà ïàðí³ñòü (íåïàðí³ñòü): 

2 2( )
( )

2( 1) 2( 1)

x x
y x

x x


   

  
. 

Îòæå, çàäàíà ôóíêö³ÿ º í³ ïàðíîþ í³ íåïàðíîþ. 
4. Äîñë³äèìî òî÷êè ðîçðèâó. Îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ íåâèçíà÷åíà â 
òî÷ö³ 1x  , òî òóò ìîæëèâèé ðîçðèâ. Çíàéäåìî 

2

1 0
lim

2( 1)x

x

x 
 


, ³ 

2

1 0
lim

2( 1)x

x

x 
 


. 

Îòæå, â òî÷ö³ 1x   � ðîçðèâ äðóãîãî ðîäó. 
5. Øóêàºìî ïåðøó ïîõ³äíó: 

2 2

2 2

2 2( 1) 2 2
( )

4( 1) 2( 1)

x x x x x
y x

x x

     
 

. 

Ïåðøà ïîõ³äíà íå ³ñíóº â òî÷ö³ 1x  . Çíàéäåìî òî÷êè, äå ïåðøà 
ïîõ³äíà ïåðåòâîðþºòüñÿ â íóëü, ðîçâ�ÿçàâøè ð³âíÿííÿ: 

2 2 0x x  ; 1 20, 2x x  . À òåïåð âèçíà÷èìî çì³íó çíàêà 
ïîõ³äíî¿ ïðè ïåðåõîä³ ÷åðåç êðèòè÷í³ òî÷êè (ðèñ. 1). 
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19. 2 2 4 49 25
D

x y x y dxdy , 2: 1, ,D x y x y x    ; 

20. 2 2 4 49 25
D

x y x y dxdy , 33: 1, ,D x y x y x    ; 

21. 2 2 4 425
6

3D

x y x y dxdy , 2: 1, ,D x y x y x    ; 

22. 2 2 3 336 96
D

x y x y dxdy , 3 3: 1, ,D x y x y x    ; 

23. 3 344 16
D

xy x y dxdy , 23: 1, ,D x y x y x    ; 

24. 2 2120 90
D

xy x y dxdy , 33: 1, ,D x y x y x    ; 

25. 3 34 176
D

xy x y dxdy , 3: 1, ,D x y x y x    ; 

26. 3 330 120
D

xy x y dxdy , 2: 1, ,D x y x y x    ; 

27. 2 212 27
D

xy x y dxdy , 23: 1, ,D x y x y x    ; 

28. 2 2 4 49 25
D

x y x y dxdy , 2: 1, ,D x y x y x    ; 

29. 2 224 54
D

xy x y dxdy , 2: 1, ,D x y x y x    ; 

30. 5 554 54
D

xy x y dxdy , 2 3: 1, ,D x y x y x    . 



 32 

2. 2 2 3 39 48
D

x y x y dxdy , 2: 1, ,D x y x y x    ; 

3. 2 2 3 318 32
D

x y x y dxdy , 2 3: 1, ,D x y x y x    ; 

4. 2 2 3 327 48
D

x y x y dxdy , 3: 1, ,D x y x y x    ; 

5. 2 2 3 390 160
D

x y x y dxdy , 3: 1, ,D x y x y x    ; 

6. 3 34 176
D

xy x y dxdy , 3 3: 1, ,D x y x y x    ; 

7. 2 2 3 3126 224
D

x y x y dxdy , 33: 1, ,D x y x y x    ; 

8. 2 2 3 3108 192
D

x y x y dxdy , 23: 1, ,D x y x y x    ; 

9. 2 2 4 427 150
D

x y x y dxdy , 3 3: 1, ,D x y x y x    ; 

10. 2 260 45
D

xy x y dxdy , 2: 1, ,D x y x y x    ; 

11. 2 2 4 454 150
D

x y x y dxdy , 3: 1, ,D x y x y x    ; 

12. 2 232 72
D

xy x y dxdy , 2 3: 1, ,D x y x y x    ; 

13. 2 2 4 454 150
D

x y x y dxdy , 23: 1, ,D x y x y x    ; 

14. 2 256 63
D

xy x y dxdy , 3 3: 1, ,D x y x y x    ; 

15. 2 212 135
D

xy x y dxdy , 3: 1, ,D x y x y x    ; 

16. 2 248 108
D

xy x y dxdy  , 3: 1, ,D x y x y x    ; 

17. 3 324 48
D

xy x y dxdy , 2: 1, ,D x y x y x    ; 

18. 3 34 16
D

xy x y dxdy , 33: 1, ,D x y x y x    ; 
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Îòæå, òî÷êà 0x   º òî÷êîþ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó, òî÷êà 2x   
º òî÷êîþ ëîêàëüíîãî ì³í³ìóìó.  
Îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ â òî÷êàõ åêñòðåìóìó: (0) 0y  , 

(2) 2y  . 
6. Çíàéäåìî :y   

2 2

4 3

2( 1) (2 2) ( 2 )4( 1) 1
( )

4( 1) ( 1)

x x x x x
y x

x x

      
 

. 

ßê áà÷èìî, äðóãà ïîõ³äíà â íóëü íå ïåðåòâîðþºòüñÿ, à 1x   � 
òî÷êà, äå äðóãà ïîõ³äíà íå ³ñíóº. Çíàéäåìî ³íòåðâàëè îïóêëîñò³ ³ 
âãíóòîñò³ (ðèñ. 2). 

 
Îòæå, ôóíêö³ÿ íà ïðîì³æêó ( ,1)  � îïóêëà, à íà ïðîì³æêó 
[1, )  � âãíóòà. 
7. Çíàéäåìî êîåô³ö³ºíòè ïîõèëî¿ àñèìïòîòè y kx b  : 

2 2

2

( ) 1
lim lim lim

2( 1) 2 (1 1/ ) 2x x x

f x x x
k

x x x x x  
   

 
; 

2 1 1
lim( ( ) ) lim lim

2( 1) 2 2 1 2x x x

x x
b f x k x x

x x  

 
         

. 

0       1            2 

        

Ðèñ.1 

1 

    

Ðèñ.2 
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Îòæå, 1 1

2 2
y x   � ïîõèëà àñèìïòîòà. Ç ïóíêòó 4), áà÷èìî, ùî 

1x   � âåðòèêàëüíà àñèìïòîòà. 
8. Ïîáóäóºìî ñõåìàòè÷íèé ãðàô³ê ôóíêö³¿ (ðèñ. 3). 

 
 
 
Çàâäàííÿ 4. Îá÷èñëèòè ³íòåãðàëè 

à) 2

3

4
(3 2 )x x dx

x
  ; á) 

2

1

4 3

x
dx

x x


  ; 

â) 
sin cos

dx

x x ; ã) ( 10) cos3x x dx . 

 
Ðîçâ�ÿçàííÿ. 

x  

y  

1  1 2  0  

1

2
 

2  

Ðèñ. 3 

 31 

12. 2 25 3z x xy y   ; 

13. 2 22 2 4z x xy y x     ; 

14. 2 2 2 2 8z x y x y     ; 

15. 2 23 6z x y x xy y     ; 

16. 2 22 4 6 1z x y xy x      ; 

17. 2 22 10 4 3z x xy y x     ; 

18. 2 22 2 4 1z x xy y x      ; 

19. 2 23 3 12 12 1z x y x y     ; 

20. 2 21
4

2
z x xy y x     ; 

21. 2 25
2 2

2
z x xy y x    ; 

22. 2 23 2 4z x xy y x     ; 

23. 2 26 9 9 4 4z xy x y x y     ; 

24. 2 23 2 2 2z x xy y x y     ; 

25. 2 25 3 4z x xy y    ; 

26. 2 24 2 4z x xy x y     ; 

27. 2 21
2

2
z x xy y   ; 

28. 2 23 2 2z x xy x y y      ; 

29. 2 24 2z x y   ; 

30. 2 2 5z x xy y    . 
 

 
Çàâäàííÿ 7. 

Îá÷èñëèòè ïîäâ³éíèé ³íòåãðàë, ÿêùî îáëàñòü ³íòåãðóâàííÿ 
îáìåæåíà çàäàíèìè ë³í³ÿìè: 

1. 2 2 3 312 16
D

x y x y dxdy , 2: 1, ,D x y x y x    ; 
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24. 2 2 8y x x   , 22 6y x x   ; 

25. 2 4y x   , 2( 2)y x  ; 

26. y x , 2y x  , 0x  ; 

27. 3y x , 2x   , 1y  ; 

28. 2y x , 
23

1
4

x
y   ; 

29. 
2

y
x

 , 
5

2 2

x
y    ; 

30. 2 1y x  , 5 3 25 0x y   . 
 

 
Çàâäàííÿ 6. 

Çàäàíà ôóíêö³ÿ ( , )z f x y . Çíàéòè: 

à) ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ xz , yz ; 

á) ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ äðóãîãî ïîðÿäêó xxz , xyz , yyz ; 

â) äèôåðåíö³àëè dz , 2d z ; 
ã) äîñë³äèòè ôóíêö³þ ( , )z f x y  íà åêñòðåìóì òà çíàéòè 
çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ â òî÷ö³ åêñòðåìóìà: 

1. 2 24 3 27z x y xy     ; 

2. 2 22 1z x y   ; 

3. 2 23 2z x xy y    ; 

4. 2 23z x y x y    ; 

5. 2 22 2z x xy y   ; 

6. 2 25 3 4z x xy y    ; 

7. 2 210 2 2z xy x y    ; 

8. 2 23 2 4z x xy y x     ; 

9. 2 22z x xy y    ; 

10. 2 26z x xy y    ; 

11. 2 22 4 4z x xy x y    ; 
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à) 
1

2 2 3
3

4
(3 2 ) 3 2 4x x dx xdx x dx x dx

x


          

1
1 22 3 2 33

33 2 4 2 6
12 3 2 31
3

x x x x x
C x C

 

       
 

; 

 

á) 
2 2 2

2
1 1 3

2
4 3 ( 2) 1 1

t x
x x t

dx dx x t dt
x x x t

dx dt

 
  

     
    


    

2

2 2 2 2

1 1 ( 1)
3 3

1 1 2 1 1

t d t dt
dt dt

t t t t


    

        

2 21 3 1 1 3 3
 = ln( 1) ln ln( 4 3) ln

2 2 1 2 2 1

t x
t C x x C

t x

 
       

 
; 

 

â) 
 

2

tg1
ln tg

sin cos tg cos tg

d xdx dx
x C

x x x x x
      . 

 
ã) Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó ³íòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè 

u dv u v v du    , îäåðæóºìî 

10, ,
( 10) cos3 1

cos3 , cos3 sin 3
3

u x du dx
x x dx

dv xdx v xdx x

  
  

   
 

1 1 1 1
( 10)sin 3 sin 3 ( 10)sin 3 cos3

3 3 3 9
x x x dx x x x C       . 
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Çàâäàííÿ 5. Çíàéòè ïëîùó ô³ãóðè, îáìåæåíî¿ ë³í³ÿìè 
2 1y x  , 1x   , 2x  , 0y  . 

 
Ðîçâ�ÿçàííÿ. 
Ïîáóäóºìî êðèâîë³í³éíó òðàïåö³þ, îáìåæåíó çàäàíèìè 
ôóíêö³ÿìè (ðèñ. 4): 
 

 
Êðèâîë³í³éíà òðàïåö³ÿ ëåæèòü íàä â³ññþ Ox , òîìó 

( )
b

a

S f x dx  , a x b  . 

 
22 3 3 3

2

1 1

2 ( 1)
1 2 ( 1)

3 3 3

x
S x dx x

 

   
            

   
  

8 1
2 1 6

3 3
       
 

 (êâ.îä.) 

 
 
Çàâäàííÿ 6. Çàäàíà ôóíêö³ÿ 2 24 2 5z x xy y x y      . 
Çíàéòè: 
à) ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ xz , yz ; 

á) ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ äðóãîãî ïîðÿäêó xxz , xyz , yyz ; 

1 

x  

y  
2 1y x   

1    0  2  

Ðèñ. 4 
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Çàâäàííÿ 5. 
Îá÷èñëèòè ïëîùó ô³ãóðè, îáìåæåíî¿ ãðàô³êàìè ôóíêö³é: 

1. 2 4y x x  , 4y x  ; 

2. 2 2 2y x x   , 22 4y x x   ; 

3. 3y x , 
1

3y x , 0x  , 1x  ; 

4. 2y x , y x ; 

5. 2 4 18y x x    , 0x y  ; 

6. 
4

y
x

 , 1x  , 4x  , 0y  ; 

7. 3y x , 8y  , 0x  ; 
8. lny x , x e , 0y  ; 

9. 2 2 3y x x   , 3 1y x  ; 

10. 21
3 4

3
y x x   , 

2
10

3
y x  ; 

11. 23 3 18y x x   , 23 9 18y x x    ; 

12. 22 5 2y x x   , 24 14y x x   ; 

13. 2 4y x   , 4x y  ; 

14. 3y x  , 1x  , 0y  ; 

15. 22
5

3
y x x   , 21

4
3

y x  ; 

16. 7 12y x   , 211 12 3y x x   ; 

17. 3y x , 1x  , 8y  ; 

18. 2 2 8y x x    , 2 2 2y x x   ; 

19. 23 2y x x   , 5 0x y   ; 

20. 24y x x  , 4y x  ; 

21. 2 2 3y x x   , 3 1y x  ; 

22. 2 5 4y x x   , 2 2y x  ; 

23. 2y x  , 2 xy e , 0x  , 1x  ; 



 28 

 â) 
3

2

cos 6

cos 6 3sin 6

x
dx

x x ; ã) (6 ) cos 2x x dx . 

24. à) 
2 1

x

x

e dx

e  ; á) 
22 14 20

xdx

x x  ; 

 â) 
2 4

1

sin cos
dx

x x ; ã) ( 3) sin
5

x
x dx . 

25. à) 2ln
2

x
x dx

x
  
  ; á) 

2 3 8

xdx

x x  ; 

 â) cos5 cos3x xdx ; ã) 5(7 ) xx e dx . 

26. à) 2 343 1x x dx ; á) 
2

4 2

1

3

x
dx

x x


 ; 

 â) 4 2sin cosx x dx ; ã) (2 )cos 4x x dx . 

27. à) 22 cos( 1)x x dx ; á) 
2 7 6

xdx

x x  ; 

 â) 
3

2

sin 1

cos

x
dx

x


 ; ã) ( 6) sin

5

x
x dx . 

28. à) 2

1

cos (3 5)
dx

x  ; á) 
( 2)( 6)

xdx

x x  ; 

 â) sin 3 cos5x xdx ; ã) ( 2) cos(7 5)x x dx  . 

29. à) 2 2

2

sin ( 5)

x
dx

x  ; á) 2( 2)( 3)

xdx

x x  ; 

 â) 
2(sin cos )

sin 2

x x
dx

x


 ; ã) 3( 5)

x

x e dx . 

30. à) 3 4(4 5)x x dx ; á) 
2 6 8

xdx

x x  ; 

 â) 3 2sin 2 cos 2x x dx ; ã) ( 6) sin 9x x dx . 
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â) äèôåðåíö³àëè dz , 2d z ; 
ã) äîñë³äèòè ôóíêö³þ ( , )z f x y  íà åêñòðåìóì òà çíàéòè 
çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ â òî÷ö³ åêñòðåìóìà. 
 
Ðîçâ�ÿçàííÿ. 
à) Çíàéäåìî ÷àñòèííó ïîõ³äíó â³ä ôóíêö³¿ z  ïî çì³íí³é x , 

ââàæàþ÷è çì³ííó y  ñòàëîþ: 8 1xz x y    . 

Çíàéäåìî ÷àñòèííó ïîõ³äíó â³ä ôóíêö³¿ z  ïî çì³íí³é y , 

ââàæàþ÷è çì³ííó x  ñòàëîþ: 2 2yz x y     . 

 
á) ×àñòèíí³ ïîõ³äí³ äðóãîãî ïîðÿäêó xxz , yyz  øóêàºìî â³ä 

ïîõ³äíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó xz , yz  â³äïîâ³äíî: 

8xxz   (áåðó÷è ïîõ³äíó ïî çì³íí³é x  â³ä xz ); 
2yyz   (áåðó÷è ïîõ³äíó ïî çì³íí³é y  â³ä yz ). 

Ì³øàíó ÷àñòèííó ïîõ³äíó xyz  çíàõîäèìî, âçÿâøè ïîõ³äíó â³ä 

ôóíêö³¿ yz  ïî çì³íí³é x : 1xyz   . 

 
â) Äèôåðåíö³àë ïåðøîãî ïîðÿäêó çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ 

x ydz z dx z dy   . 

Îñê³ëüêè ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ ôóíêö³¿ z  ïî çì³ííèì x  òà y  
çíàéäåíî â ïóíêò³ à), òî  

(8 1) ( 2 2)dz x y dx x y dy       . 
Äèôåðåíö³àë äðóãîãî ïîðÿäêó âèçíà÷àþòü çà ôîðìóëîþ 

2 2 22xx xy yyd z z dx z dxdy z dy     . 

×àñòèíí³ ïîõ³äí³ äðóãîãî ïîðÿäêó ôóíêö³¿ z  çíàéäåíî â ïóíêò³ 
á), òî  

2 2 28 2 2d z dx dxdy dy   . 
 
ã) Ùîá çíàéòè åêñòðåìóì äèôåðåíö³éîâíî¿ ôóíêö³¿ ( , )z f x y  
íåîáõ³äíî: 
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1) çíàéòè ñòàö³îíàðí³ òî÷êè ôóíêö³¿ ³ç ñèñòåìè ð³âíÿíü: 

( , ) 0;

( , ) 0;

x

y

f x y

f x y

  


 
    (1) 

2) ó êîæí³é ñòàö³îíàðí³é òî÷ö³ 0 0( , )x y  îá÷èñëèòè âèðàç 
2

0 0 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( ( , ))xx yy xyx y f x y f x y f x y      ; 

ÿêùî 0 0( , ) 0x y  , òî 0 0( , )x y  � òî÷êà åêñòðåìóìó ôóíêö³¿, 

ïðè÷îìó òî÷êà ìàêñèìóìó ïðè 0 0( , ) 0xxf x y   ³ ì³í³ìóìó ïðè 

0 0( , ) 0xxf x y  ; ÿêùî 0 0( , ) 0x y  , òî òî÷êà 0 0( , )x y  íå º òî÷êîþ 

åêñòðåìóìó ôóíêö³¿; 
3) îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ( , )f x y  â òî÷êàõ ìàêñèìóìó òà 
ì³í³ìóìó. 
 Çíàéäåìî ñòàö³îíàðí³ òî÷êè ³ç ñèñòåìè (1): 

8 1 0; 0;

2 2 0 1.

x y x

x y y

    
       

 

Îñê³ëüêè 2(0, 1) 8 2 ( 1) 15 0         òà (0, 1) 8 0xxf     , òî 
(0, 1)  � òî÷êà ì³í³ìóìó ôóíêö³¿ ( , )z f x y . 
 Çíàéäåìî çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ( , )z f x y  ó òî÷ö³ ì³í³ìóìó: 

2
min (0, 1) ( 1) 2( 1) 5 4z f        . 

 
 
Çàâäàííÿ 7. Îá÷èñëèòè ïîäâ³éíèé ³íòåãðàë, ÿêùî îáëàñòü 
³íòåãðóâàííÿ îáìåæåíà çàäàíèìè ë³í³ÿìè 

3 324 96
D

xy x y dxdy , 3: 1, ,D x y x y x    . 

 
Ðîçâ�ÿçàííÿ. 
Ïîáóäóºìî îáëàñòü D  (ðèñ. 5). Ïåðøà ë³í³ÿ 1x   º ïðÿìà, ÿêà 
ïàðàëåëüíà îñ³ Oy  ³ ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (1;0) . Äðóãà ë³í³ÿ 
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 â) sin 4 sin 8x xdx ; ã) ( 8) sin
6

x
x dx . 

16. à) 21x x dx ; á) 2( 3)

dx

x x  ; 

 â) sin 7 cos 4x xdx ; ã) 3 5( 4) xx e dx . 

17. à) 2

5

2(5 5)

xdx

x  ; á) 2

(2 5)

( 4)

x dx

x x


 ; 

 â) 
3sin 3

cos3

x
dx

x ; ã) ( 2) cos
4

x
x dx . 

18. à) 3 21
3 2

2
x x dx ; á) 

29 36 81

dx

x x  ; 

 â) 4 3sin 4 cos 4x xdx ; ã) ( 6) sin 7x x dx . 

19. à) 2(5 0,5 )x dx ; á) 
2

2

6 18

dx

x x  ; 

 â) 2 4sin 3 cos 3x xdx ; ã) 3( 7) xx e dx . 

20. 
à) 

3
1

1
3

dx

x
 ; 

á) 
4 2

dx

x x ; 

 â) 6cos 2x dx ; ã) ( 4) cos
2

x
x dx . 

21. à) 
2

21

x

x

e
dx

e
 ; á) 

( 5)( 4)

xdx

x x  ; 

 â) 
2

2 2

sin

3sin 5cos

x
dx

x x ; ã) ( 9) sin
2

x
x dx . 

22. à) 3 2 1x x dx  á) 
4 1

dx

x  ; 

 â) 2 2(3sin 2cos )x x dx ; ã) 5( 4) xx e dx . 

23. à) 10(2 10)

dx

x  ; á) 
2 4 3

dx

x x  ; 
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8.  à) 3 1 3x dx ; 
á) 

21
3 4

2

dx

x x 
 ; 

 â) 
3cos 4

sin 4

x
dx

x ; ã) ( 15) cos3x x dx . 

9.  à) 35 (2 5 )x dx ; á) 
2

2( 1)( 4)

x dx

x x  ; 

 â) 3 2sin 5 cos 5x xdx ; ã) ( 9)sin8x x dx . 

10. à) sin(2 5 )x dx ; á) 
2 7 12

xdx

x x  ; 

 â) 2 53sin 2 cos 2x xdx ; ã) 7 3( 6) xx e dx . 

11. à) 3sin(4 6 )x dx ; á) 
23 30 45

dx

x x  ; 

 â) 4sin 3xdx ; ã) ( 3)cos
5

x
x dx . 

12. à) 
3 2

dx

x  ; á) 2

( 4)

xdx

x x  ; 

 â) 
29 cos 3

dx

x ; ã) ( 8)sin 3x x dx . 

13. à) 1
cos(1 2 )

2
x dx ; á) 

2 4 9

xdx

x x  ; 

 â) 6sin 5xdx ; ã) 2( 1)
x

x e dx . 

14. 
à) 

10

3
1

( 3)
3

dx

x 
 ; á) 

26 36 54

dx

x x  ; 

 â) 
3cos 2 2sin 2

dx

x x ; ã)  7 cos(4 9)x x dx  . 

15. à) 51
( 5)
5

x dx ; á) 2

( 1)

2 ( 3 )

x dx

x x x


 ; 
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y x   � öå â³òêà ïàðàáîëè 2y x , ÿêà ðîçì³ùåíà ó ÷åòâåðò³é 

÷âåðò³. Ë³í³ÿ 3y x  � êóá³÷íà ïàðàáîëà. 
 

 
 Îáëàñòü çì³ííî¿ x  â³ä 0  äî 1, à çì³ííî¿ y  â³ä x  äî 3x , 
òîä³ 

31
3 3 3 3

0

(24 96 ) (24 96 )
x

D x

xy x y dxdy dx xy x y dy


       

3
1 12 4

3 7 15 2 5

0 0

(24 96 ) (12 24 (12 24 ))
2 4

y x

y x

y y
x x dx x x x x dx





       
18 16 3 6

0

12 24 12 24 3 3
4 4 5

8 16 3 6 2 2

x x x x
          . 

Ðèñ. 5 

x  D  

y  

1 0  

3y x  

y x   
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Âàð³àíòè çàâäàíü 
 

Çàâäàííÿ 1. 
Îá÷èñëèòè ãðàíèö³ ôóíêö³¿, íå âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëî Ëîï³òàëÿ 
 

1. à) 
2

1

2 1
lim

1x

x x

x

 


; á) 
3

3

7 2
lim

4 5x

x

x x


 

; 

â) 
2

1 2
lim

2 1

x

x

x

x





 
  

. 

2. à) 
2

2

2
lim

2x

x x

x

 


; á) 
2

2

4 1 2
lim

5 7x

x x

x

 


; 

â) 
2 3

lim
1

x

x

x

x

 



 
  

. 

3. à) 
2

7

2 35
lim

7x

x x

x

 


; á) 
3 4

4 2

10 7
lim

3x

x x

x x




; 

â) 
6 5

2
lim

1 2

x

x

x

x

 



 
  

. 

4. à) 
2

5

2 15 25
lim

5x

x x

x

 


; á) 
2

2

7 3
lim

7 1x

x x

x x

 
  

; 

â) 
7 4

1
lim

x

x

x

x





 
 
 

. 

5. à) 
2

2

2
lim

2x

x

x




; á) 
3 2

2 3

2 3 1
lim

7 8 6x

x x

x x x

 
 

; 

â) 
5

22 5
lim

1 2

x

x

x

x

 
  

. 

6. à) 
3

21

1
lim

3 2x

x

x x


 

; á) 
3 2

2 3

32 13 1
lim

7 8 6x

x x

x x

 
 

; 

â) 
6 5

3 3
lim

3

x

x

x

x





 
 
 

. 
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Çàâäàííÿ 4. 
Îá÷èñëèòè ³íòåãðàëè: 

 

1.  à) 2 3( )x xe e dx  ; á) 
( 1)( 3)

dx

x x  ; 

 â) 4cos 5xdx ; ã) 5( 1) xx e dx . 

2.  à) 60123 (5 4)x dx ; á) 2

( 3)

( 36)

x dx

x x


 ; 

 â) 2 2(sin 2 5) cos 2x xdx ; ã) ( 7) cos 2x x dx . 

3.  à) 4008(3 5)x dx ; á) 
2 2 6

xdx

x x  ; 

 â) 
24 sin 2

dx

x ; ã) ( 4)sin 3x x dx . 

4.  à) 
12 11

dx

x  ; á) 
2 8 12

xdx

x x  ; 

 â) 
3

2

sin 2

sin 2 2cos 2

x
dx

x x ; ã) 2( 5) xx e dx . 

5.  à) 2 1

xdx

x  ; á) 2

( 5)( 1)

x
dx

x x


  ; 

 â) 
2

cos 2

3cos 2 sin 2

x
dx

x x ; ã) ( 2) cos(3 5)x x dx  . 

6.  à) 5( sin(4 1))xe x dx  ; á) 2

( 5)( 1)

x
dx

x x


  ; 

 â) 2 2(4sin 5cos )x x dx ; ã) ( 4)sin 6x x dx . 

7.  à) 10(2 3)x dx ; á) 
2

2

3 2

xdx

x x  ; 

 â) 
2

2 2

2cos 5 1

sin 5 3cos 5

x
dx

x x


 ; ã) 3 4( 2) xx e dx . 
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3. 
63

25102





x

xx
y ; 4. 

2 3

2

x
y

x





; 

5. 
2

3
4

x
y

x



; 6. 

155

)12( 2





x

x
y ; 

7. 
4

12





x

x
y ; 8. 

55

3 2




x

x
y ; 

9. 
x

x
y

52 
 ; 10. 

4

32





x

xx
y ; 

11. 
1

82 2





x

x
y ; 12. 

3

93 2





x

x
y ; 

13. 
x

xx
y

484 2 
 ; 14. 

x
xy

36
369  ; 

15. 
1

)1( 2





x

x
y ; 16. 

1

)42( 2





x

x
y ; 

17. 
3

162





x

x
y ; 18. 

5

42





x

x
y ; 

19. 
8

82 2





x

x
y ; 20. 

2 2

4

x x
y

x





; 

21. 
23

7

x
y

x



; 22. 

1

93 2





x

x
y ; 

23. 
2

2 1

x
y

x



; 24. 

4

72





x

x
y ; 

25. 
1

42





x

x
y ; 26. 

x
xy

9
6  ; 

27. 
2

)23( 2





x

x
y ; 28. 

x
xy

4

1
1 ; 

29. 
24 12 9

2

x x
y

x

 



; 30. 

x
xy

8
4

2

1
 . 
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7. à) 23

3
lim

4 3x

x

x x


 

; á) 
3 2

3

7 1
lim

7 8 16x

x x

x x

 
 

; 

â) 
1 7

3
lim

4

x

x

x

x





 
  

. 

8. à) 
2

4

6 8
lim

2 8x

x x

x

 
 

; á) 
2 4

4 3

7
lim

2 5x

x x x

x x

 
 

; 

â) 
2 4

3
lim

1

x

x

x

x





 
  

. 

9. à) 
2

42

4
lim

16x

x

x




; á) 
2

2

8 3 2
lim

7 2x

x x

x x

 
 

; 

â) 
6 7

2
lim

2 3

x

x

x

x





 
  

. 

10. à) 
2

31

1
lim

1x

x

x




; á) 
4 2

4 3

10
lim

2 5x

x x x

x x

 
 

; 

â) 
1

7
lim

3

x

x

x

x





 
  

. 

11. à) 3 20
lim

3 3x

x

x x x  
; á) 

2

2

11 2
lim

7 12x

x x

x x

 
 

; 

â) 
11

5
33 5

lim
3 4

x

x

x

x

 



 
  

. 

12. à) 
2

2

5 6
lim

3 6x

x x

x

 


; á) 
5 4

5

8 8 2
lim

2 2x

x x

x

 


; 

â) 
3

4
lim

8

x

x

x

x





 
  

. 

13. à) 
2

3

4 3
lim

9 3x

x x

x

 


; á) 
2

2

(2 6)
lim

5 24x

x

x x


 

; 

â) 
13 7

2 2
lim

2 4

x

x

x

x





 
  

. 
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14. à) 24

4
lim

12 32x

x

x x


 

; á) 
3

3

5 5
lim

5 5x

x x

x

 


; 

â) 
14 5

2
lim

3

x

x

x

x

 



 
  

. 

15. à) 24

4
lim

( 16)x

x

x x




; á) 
3

3 2

( 1)( 9)
lim

( 9)( 81)x

x x x

x x

 
 

; 

â) 
3 2

1
lim

4

x

x

x

x

 



 
  

. 

16. à) 311

11
lim

1331x

x

x




; á) 
3 2

2 3

32 13 1
lim

7 8 6x

x x

x x

 
 

; 

â) 
16 5

3 2
lim

2 5

x

x

x

x

 



 
  

. 

17. à) 
2

27

4 21
lim

2 35x

x x

x x

 
 

; á) 
6 4

6 2

20 8 9
lim

9 2 8x

x x

x x

 
 

; 

â) 
34

2 4
lim

2 5

x

x

x

x

 
  

. 

18. à) 
2

5

25
lim

5x

x

x




; á) 
2

2

7 3
lim

7 1x

x x

x x

 
  

; 

â) 
2 2

8
lim

1

x

x

x

x

 



 
  

. 

19. à) 
2

31

1
lim

2 2x

x

x




; á) 7 2
lim

4 5x

x

x




; 

â) 
19

1 2
lim

2 3

x

x

x

x





 
  

. 

20. à) 
2

22

5 14
lim

4x

x x

x

 


; á) 
2 3

3

3 1 14
lim

1 7x

x x

x

 


; 

â) 
10 3

2
lim

x

x

x

x





 
 
 

. 
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 â) 2 1
3ln ,x t t y t

t
    .; ã) 2(4 9) 2 9ctg y x y   . 

25. à) 
5

5x
y

x
 ; á) (cos( ))y arccos x ; 

 â) 2 21 1
ln 1,

2
x t y t

t
    ; ã) 2ln ln 81y y x  . 

26. à) 3

2 1
y

x

x



; á) arcsin( ( ))tg xy  ; 

 â) 2
2

1 1
cos 1,

2
x t y t

t
    ; ã) 2 7 4sin(5 6)y x x   . 

27. à) ln 2 1y x x   á) 10( 2 )y tg x x  ; 

 â) 3 sin
2 3 ,

5

t
x t t y   ; ã) 2 25 5 cos( 7 )x y x y   . 

28. à) 
2

2

1

xe
y

x



; á) 4arccos(3 )y x ; 

 â) 2
3

1
ln , 3cosx t y t t

t
    ; ã) 2 3y x y tg x  . 

29. à) 4

ln

tg x
y

x
 ; á) 2ln(sin )y x ; 

 â) 
3

4 2
1

3 ,x t t y t
t

    ; ã) 6(3 14) 8 4arctg y x   . 

30. à) 4 ln(2 3)y x x   ; á) 3( 5 2)arctg xy x  ; 

 â) 2sin ln , 2cosx t t y t t     ; ã) 74 cos(4 3) 12x y y   . 
 

 
Çàâäàííÿ 3. 

Äîñë³äèòè ìåòîäîì äèôåðåíö³àëüíîãî ÷èñëåííÿ ôóíêö³þ ³ 
ïîáóäóâàòè ãðàô³ê 
 

1. 
12

)1( 2





x

x
y ; 2. 

24

)3( 2





x

x
y ; 
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 â) 32 4, 4 3x t t y t t    ; ã) 4 6sin(3 7) 7 3y x y   . 

16. à) 1y x x  ; á) 
2cos xy e ; 

 â) 3 41 1
1,

2
x t y t

t
    ; ã) 27 (5 13)y x ctg y   . 

17. à) sin 5

cos3

x
y

x
 ; á) ln(cos )y x ; 

 â) 2 171
,

17
x tgt t y t   ; ã) 33 7 lny y x . 

18. à)  23 3y x x  ; á) 4sin 4y x ; 

 â) 
2

183 7
,

18
x t t y t   ; ã) 3 sin(4 5)x y x   . 

19. à)  42 3 3y x x  ; á) 2 6 18y x x   ; 

 â) 2cos , sinx t t y t t    ; ã) 4 2cos( 5)x x y   . 

20. à) 2 4( 3) xxy e ; á) 4 cosy x  ; 

 â) 1
, 3x t y t

t
    ; ã) 3 3 cos(5 )x y x y   . 

21. à) 
1

x

x

e
y

e



; á) 2arcsin( )y x ; 

 â) 2
2

1
3,

3
x t y t

t
    ; ã) 2 3(3 ) 2 3y tg x x y   . 

22. à) 3 1y x x   á) 3 10(2 10)y x  ; 

 â) 1
3,

3
x t y t

t
    ; ã) 2cos 5 2 8xy e x y   . 

23. à) sin
y

x

x
 ; á)  52 4 3y x x   ; 

 â) 3

3

1
4,

3
x t y t

t
     ; ã) 5(2 7) 8ye ctg y x   . 

24. a) 2 2xy x  ; á) ( )xarcctg ey  ; 
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21. à) 
2

23

2 12 18
lim

3 3 36x

x x

x x

 
 

; á) 
2 4

4

21 7
lim
x

x x

x x




; 

â) 
21 4

2 3
lim

5 3

x

x

x

x





 
  

. 

22. à) 
2

24

4 8 32
lim

3 4x

x x

x x

 
 

; á) 
3

2 3

22 3
lim

17 1x

x x

x x

 
  

; 

â) 
44 7

1 2
lim

2 2

x

x

x

x





 
  

. 

23. à) 23

3 9
lim

3 3 18x

x

x x


  

; á) 
3

3

7 2 1
lim

23 5x

x x

x

 


; 

â) 
46

4 1
lim

4 1

x

x

x

x





 
  

. 

24. à) 
2

28

16 64
lim

64x

x x

x

 


; á) 
2 4

4

24 1 5
lim

5 5x

x x

x

 


; 

â) 
12 7

4 5
lim

5 6

x

x

x

x





 
  

. 

25. à) 
2

3

3
lim

3 3 3x

x

x




; á) 
3 4 5

4 5

25 7 2
lim

25x

x x x

x x

 


; 

â) 
10

1 2
lim

2 4

x

x

x

x





  
  

. 

26. à) 
3

21

1
lim

2 1x

x

x x


 

; á) 
5 6 2

4 6

7 8 81
lim

3x

x x x

x x

 


; 

â) 
52 1

4 2
lim

2 5

x

x

x

x

 



 
  

. 

27. à) 33

3 9
lim

27x

x

x




; á) 
8 2

7 8 5

4 51
lim

2 6x

x x

x x x


  

; 

â) 
9 4

5 3
lim

3 4

x

x

x

x





 
  

. 
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28. à) 25

2 10
lim

15 50x

x

x x


 

; á) 
4 2

4 3

5 8
lim

25 7x

x x

x x




; 

â) 
14 3

7 4
lim

7 10

x

x

x

x





 
  

. 

29. à) 
3

24

64
lim

16x

x

x




; á) 
7 3

4 7

62 32
lim

9x

x x

x x

 


; 

â) 
3 29

lim
1

x

x

x

x





 
  

. 

30. à) 
2

26

36
lim

7 6x

x

x x


 

; á) 
6 2

4 6

63 3
lim

2 7x

x x

x x




; 

â) 
30 1

4 5
lim

5 1

x

x

x

x

 



 
   

. 

 
 

Çàâäàííÿ 2. 
Çíàéòè ïîõ³äí³ äàíèõ ôóíêö³é 
 

1. à) 
2

3 3

x
y

x



; á)  2cos 4 7y x  ; 

 â) sin , cos
3

t
x y t t   ; ã) 5 (2 3)y x arctg y   . 

2. à) 
2

1

2 6

x
y

x x




 
; á) 2(sin 2 5)y x  ; 

 â) 5 2 48 , 2cos
2

t
x t t y t    ; ã) 2 43 cos( 5)y x y   . 

3. à) 
4 sin

x
y

x



; á) 3sin 2y x ; 

 â) 3cos , 2 sinx t t y t    ; ã) (3 5) 3 5xtg y e y   . 

4. à) 
212 11

x
y

x



; á)  62 3 2y x x   ; 
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 â) cos 7 , sin 2x t t y t t    ; ã) 54yy e x y  . 

5. à) 
2

2

1

x
y

x





; á)  2 1y tg x  ; 

 â) , 4 sinx tgt t y t    ; ã) 2 2 sin(5 7)y x y   . 

6. à) 2 arcsiny x x ; á) 10(2 3)y x  ; 

 â) 6 2cos , sin 9x t t y t t    ; ã) (7 6) 4 5lntg y y x   . 

7. à) 3( 4) xy x e  ; á) 3 1 3y x  ; 

 â) 6 5, 9x t t y t t    ; ã) 4 6 cos(6 8)x y y   . 

8. à) 4 lny x x ; á) 35 (2 5 )y x  ; 

 â) cos sin , sinx t t y t t    ; ã) 2 2 6 5xx y y  . 

9. a) ( 5) arccosy x x  ; á) 3sin 5y x ; 

 â) 1
ln 4 ,

2
x t t y t

t
    ; ã) 2sin 5 xy xy e  . 

10. à) 2

sin(5 )x
y

x
 ; á) 2ln( 7 12)y x x   ; 

 â) 2
2

1
ln , 1x t t y

t
    ; ã) 5(2 7) 5arctg y x y   . 

11. à) sin(4 6 )xy e x  ; á) 4sin 3y x ; 

 â) 3 22,x t y t t    ; ã) 83 sin(9 6) 5x y y   . 

12. à) 9 3

9 cos3

x
y

x





; á) 2arcsin( 1)y x  ; 

 â) 2 6,x ctgt t y t   ; ã) 4 (3 18)x y ctg y   . 

13. à) sin 5 cos(1 2 )y x x  ; á) 2ln( 4 9)y x x   ; 

 â) 3 4

3

1 1
1, 3

3
x t y t

t
    ; ã) 4ln 7

y
y x

x
  . 

14. à) 2 15 xy x  ; á) ( )xy arctg e ; 

 â) 1
2,x t y t

t
    ; ã) 2 19 74 7ye x y   . 

15. à) sin 4 sin8y x x  ; á) sin6 xy  ; 


